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Vorwort, 



Wer sicli ^or die Aufgabe gestellt sieht, eine in yiel- 
seitigBter Weise behandelte und zu hoher Vollkommenheit 
entwickelte Xiebre, wie es die Theorie der elliptischen 
Funktionen ist^ a»ii& neue darzustellen, genießt den Yor- 
teU, sich auf selir zahlreiche Vorarbeiten stützen zu köimen, 
hat aber aucli eigentümliche Schwierigkeiten zu über- 
winden , ^w^elclie gerade aus diesem Beichtum an Material 
entspringen. SCaindelt es sich auch nicht darum, neue 
Pfade zn balmen, so ist doch die Entscheidung, welche 
von den gang:l>s^^^ Wegen die beste Orientieruilg über 
das Gebiet ermöglichen, nicht immer leicht. Soll eine 
einführende I>airstellung ihren ZwjBck nicht verfehlen, so 
muß sie den Xieser in den Stand setzen, sich in den 
größeren und tiefer eindringenden Werken, sowie in den 
Abhandlungen über den Gegenstand zurecht zu finden und 
weiterzubilden 9 ^wie verschiedenartig auch die Oesichts- 
punkte sein mögen, unter welchen solche Arbeiten ab- 
gefaßt sind. I>iese Erwägung hat mich zunächt veranlaßt, 
die beiden SCaiHptabschnitte des vorliegenden Lehrbuches 
zu bilden und. streng zu scheiden. Der erste Teil, welcher 
als erster Saind erscheint, entwickelt aus gewissen ana- 
lytischen ^nsdrucken und dem Begriffe der Periodizität 
eine Tbeorie der einfach periodischen und doppelt perio- 
dischen f^nnktionen, jene, gewissermaßen als Einleitung, 
in Kürze znsaimmenfassend, diese, als Hauptgegenstand, 
in breiterer A^nsführung gebend. Der zweite Teil, welcher 
im näcbsten Bande folgen soll, behandelt das Umkehr- 
problem der elliptischen Integi^e und greift erst gegen 
Ende der Untersuchung auf die Besultate des voran- 
gehenden Teiles zurück. Dadurch ist erreicht, daß nicht 
nur der erste Band ein durchaus in sich abgeschlossenes 
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Gtetnze bildet, sondern anch der zweite eine große Selb- 
ständigkeit besitzt. Je nach seinen Neigungen und 
Zwecken kann der Leser sehr wohl mit dem Studium des 
zweiten Teiles beginnen. 

Wie hier in der Anlage des Ganzen, so war ich auch 
im einzelnen bestrebt, Dinge, welche unabhängig von- 
einander abgehandelt werden können, auch tatsächlich 
streng auseinanderzuhalten, da nichts den Anfänger mehr 
verwirrt und einschüchtert, als wenn er sich an einem 
nicht abreüBenden Faden, wie durch ein Labyrinth, un- 
aufhaltsam weiter gezogen sieht. Um durch ein Beispiel 
zu bezeichnen, was ich meine, so erwähne ich, daß die 
arithmetischen Betrachtungen im vierten und siebenten 
Kapitel, welche sonst häufig mit dem Begriffe der Perio- 
^ dizität verquickt werden, mit dem sie gar nichts zu tun 
haben, eine Abhandlung für sich bilden, welche man lesen 
kann, ohne durch Einmischung irgend eines fremdartigen 
Begriffis unterbrochen zu werden. Auch sonst habe ich 
keine Mühe gescheut, den Bedürfnissen verschiedenartiger 
Leser nach Möglichkeit entgegenzukommen. In den ersten 
Kapiteln ist ein abgekürzter und erleichterter Gang der 
Lektüre in Fußnoten bezeichnet, 'welcher den Anfänger 
rascher zum Hauptgegenstande geleitet. Ich wünsche, 
daß diese doppelte Durchführung den jüngeren Lesern die 
Arbeit ebensosehr erleichtern möge, als sie die meine er- 
schwert hat. 

Ich habe es nicht für notwendig gehalten, meine 
Quellen im einzelnen anzugeben, da es sich ja nur um 
die Verarbeitung eines der Wissenschaft schon lange ge- 
hörenden Besitzstandes handelt, und ein der Literatur 
kundiger Leser leicht wird entscheiden können, ob es mir 
gelungen ist, in den Beweismethoden dem bereits Be- 
kannten etwas Neues hinzuzufügen. Aber ich ergreife 
mit Freuden die Gelegenheit, an dieser Stelle auszusprechen, 
wie unendlich viel ich, für meine wissenschaftliche Aus- 
bildung im allgemeinen und für die Ausarbeitung dieses 
Buches im besonderen, Herrn M^ray verdanke, dessen 
„l^ouvelles legons sur l'analyse infinitesimale^' 
mir als eines der schönsten Werke der neueren mathe- 
matischen Literatur erscheinen, trotz allem, was sich gegen 
den Standpunkt des Verfassers vorbringen läßt. Gewiß 
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tonnen die Grenzen, in welche Herr Möray die mathe- 
fflatische Forschung bannen möchte, nicht aufrecht er- 
halten werden: Längst hat der Strom der Entwickelang 
diese Dämme durchbrochen und überflutet. Aber in dem 
Bereiche, auf welchen er sich selbst beschränkt, hat der 
einsam stehende, kraftvolle Denker unbestreitbar Groß- 
artiges geleistet. 

Von anderen neueren Werken, die mir nützlich ge- 
wesen sind, nenne ich dankbar die bekannten französischen 
Lehrbücher der elliptischen Funktionen von Tannery 
nndMolk, von Appell und Lacour; den cours d'ana- 
lyse von Jordan, den traitä d'analyse von Picard; 
ans der deutschen Literatur das Werk von Heinrich 
Weber „Elliptische Funktionen und algebraische 
Zahlen'^ in seinem ersten Teil, die funktionentheoretischen 
Toilesungen von Heinrich Burkhardt und die wertvolle 
Sammlung von Formeln und Lehrsätzen, welche uns Herr 
Tbomae vor kurzem geschenkt hat. 

Es bleibt mir noch übrig, ein Wort herzlichen Dan- 
kes zu richten an die Herren Professor Dr. Landsberg in 
Eel und Privatdozent Dr. Faber in Karlsruhe, welche 
dne Korrektur gelesen und . mich mit wertvollen Eat- 
schlägen getreulich unterstützt haben. 

Ich schreibe dieses Geleitwort hier, wo ich den weit- 
aus größten Teil meiner Arbeit unter den freundlichsten 
Umstanden vollbringen durfte. ^ 

Westende les bains, Belgien, den 14. April 1908. 

Karl Boehm. 
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Erster Teil 

Theorie der elliptischen Fmiktioiien, aus 
analytischen Ausdrucken entwickelt 

Erstes Kapitel. 

Einfaeh und zweifach ausgedehnte abzählbare Mengen; 

ihre Summen und Ptodukte. 

Dieses erste Kapitel bietet eine gedrängte Zusammen- 
stellung von Tatsachen, welche für die Untersuchung der 
später auftretenden xmendlichen Beihen und Produkte 
die unentbehrliche Grundlage bilden. Bei der Au&tellung 
der Definitionen und Sätze bin ich auf die ersten Ele- 
mente der Beihenlehre zurückgegangen, um dem Leser 
die Anknüpfung an bekannte Dinge zu erl^chtern. Da- 
gegen erschien es mir unnötig, auch alle Beweise zu geben; 
ich habe einige von ihnen ausgeführt, andere nur skizziert, 
wieder andere gänzlich weggelassen. Die hierdurch er- 
zielte Kürze machte es möglich, die leitenden Gedanken 
schärfer herauszutreiben und straffer zu verketten. Durch 
einige eingestreute Beispiele sollte nicht nur das Verständnis 
der allgemeinen Entwickelungen erleichtert, sondern vor 
allem ein gewisses Material von Einzeltatsachen eingeführt 
und zum späteren Gebrauch bereit gelegt werden. 

EinstrahUge und zweistrahlige Mengen. — Grenzwerte. 

1. Eine einfach unendliche abzählbare Menge von 
reellen oder komplexen Größen wollen wir einstrahlig 
nennen, wenn die Größen eindeutig auf die Beihe der 
positiven ganzen Zahlen bezogen sind, zweistrahlig da- 
gegen, wenn sich die Beziehung auf die Beihe der posi- 
tiven und negativen ganzen Zahlen erstreckt. 

Boebm, Elliptische Funktionen I. '■ 
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2 Kapitel L Einfache und zweifache Summen und Produkte. 

Die Zuordnung wird in beiden Fällen durch die Be- 
zeichnung mit HUfe ganzzahliger Indizes angedeutet; es 
stellt also die Folge der Größen 

(1) 1*1 , 1*2 9 • • • > "^nj • • • 

eine einstrahlige, die Folge der Größen 

eine zweistrahlige Menge dar.^) 

Die Größen (1) konvergieren gegen einen endlichen 
Grenzwert, wenn für hinreichend großes n und jedes k 
die DiEferenz u^+k — '^n ihrem absoluten Betrage nach 
kleiner gemacht werden kann als eine vorgelegte beliebig 
kleine positive Größe e, was wir so schreiben 

(3) I Uf^+t — i*n I < c für n^m ', 

diese Bedingung ist notwendig und hinreichend. 

Die Beule (2) hat nach der Seite der positiven In- 
dizes einen Grenzwert, wenn die Bedingung (3) erfüllt ist, 
und einen Grenzwert nach der Seite der negativen Indizes, 
wenn 

(4) I W-n-i — w_n I < d für n^l . 

Die Bedingungen (3) und (4) sind vollkommen unabhängig 
voneinander; es kann eine von ihnen erfüllt sein, während 
die andere nicht erfüllt ist, sie können aber auch beide 
erfüllt oder beide nicht erfüllt sein. 

Summen Yon einstrahligren Reihen» 

2. Mit den Elementen der Eeihen (1) und (2) bilden 
wir nun neue Eeihen und fragen für diese nach der Exi- 
stenz von Grenzwerten; wir setzen zunächst: 

und erhalten so eine einstrahlige Menge 

(b) o 1 , Og , . . . , o„ , . . . ; 

konvergiert diese Folge gegen einen endlichen Grenzwert S , 
so nennen wir ihn die Summe der unendlichen Eeihe 

(7) «1 + 1*2 + . . . + t*„ -f . . . 

*) Man vergleiche hierzu die Anmerkung am Schluß der 
Nr. 5. 



Nr. 2. Summen von einstrahligen Reihen. 3 

tind schr^ben dies in Form einer Gleichung 

(8) S^U^ + U^+... + Un + ... 

Die Beihe (7) heißt alsdann konvergent; sie heißt dagegen 
divergent, wenn der Grenzwert der Größen (6) unend- 
lich groß ist, ^oder wenn weder ein endlicher noch ein un- 
endlich großer Grenzwert der Folge (6) existiert. Im 
eisten Fall sagt man wohl auch, die Beihe (7) habe eine 
nnendlich große Summe. Nach (3) läßt sich die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz der 
Reihe (7) so schreiben: 

^n+k — ^n I < « für n ^ m , 
d.h. 

(9) I Un+i + t*„+2 + . . . + i*n+t I < « für n^m . 

Es ist vo]z>größter Wichtigkeit, zu bemerken, daß die 
Beziehung der Elemente einer abzählbaren Menge auf die 
Reihe der ganzen Zahlen in mannigfaltiger Weise realisiert 
werden kann; je nach der Wahl der Zuordnung enthält die 
Reihe (1) die Elemente der Menge in verschiedener Beihen- 
folge. Die Existenz des Grenzwertes 8 hängt im allgemeinen 
von dieser Beihenfolge ab; die Elemente derselben Menge 
können also, je nach der Beihenfolge, in der sie addiert 
werden, konvergente oder divergente Beihen bilden und 
die verschiedenen konvergenten Beihen können verschie- 
dene Summen haben. 

Man kann aber beweisen, daß die Beihe (7) bei be- 
liebiger Anordnung der Glieder gegen denselben Grenz- 
wert konvergiert, wenn die Beihe der absoluten Beträge 

(10) \^l\ + \U2\+...+ \Un\+... 

konvergiert; und zwar ist diese Bedingung notwendig. 
Die Beihe (7) heißt in diesem Falle absolut oder un- 
bedingt konvergent.*) 



"^ Es mag erwähnt werden, daß man diese beiden Begriffe, 
wenn sie auch praktisch als Wechselbegriffe gelten dürfen, logisch 
zu unterscheiden hat. Unbedingte Konvergenz bedeutet: 
Konvergenz bei beliebiger Anordnung der Glieder; absolute 
Konvergenz bedeutet: Konvergenz der absoluten Beträge.* 

1* 



4 Kapitel I. Einfache und zweifache Summen und Produkte. 

Produkte Ton einstrahligen Reihen. 
3. Wir setzen ferner 

und erhalten so wiederum eine einstrahlige Menge 

(12) Jr^j F^ ^ . . . , -t „ ) • • • j • 

diese reduziert sich auf eine endliche Anzahl von Ele- 
menten, wenn eine der Größen % verschwindet, was hier 
ausgeschlossen bleiben soll. Konvergieren die Größen (12) 
gegen einen endlichen und von N'ull verschiedenen Grenz- 
wert P, so nennen wir P das Produkt der Größen (1) 
und schreiben dies in Formeiner Gleichung: 

(13) P = % • ^2 • • • • • "^n • • • • ; 
das unendliche Produkt 

(14) Wj • ^2 • • • • ' ^n • • • • 

heißt in diesem Falle konvergent; es heißt dagegen di- 
vergent, wenn der Grenzwert der Menge (12) unendlich 
groß ist, oder wenn ein solcher Grenzwert überhaupt nicht 
existiert. 

Notwendige und hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz des unendlichen Produktes (14) ist sonach: 

i ^n+i — ^n I < ß f^ w ^ m , 
d. h. 

(15) I Wi . 1*2 • • • • • 'Wn(t*n+l . . . -Wn+i — 1) | < € ; 

diese kann aber offenbar nur erfüllt sein, wenn entweder 
das Produkt w^ • 1*2 • • • • • '^n gegen den Grenzwert NuU kon- 
vergiert, ein Fall, welchen wir bereits von der Betrach- 
tung ausgeschlossen haben, oder wenn 

(16) I %+i • ^„+2 • . . . • 'Wn+A — 1|<<J für n^m; 

da Ic eine beliebige Zahl bedeutet, so können wir i= 1 
wählen und finden, daß auch 

(17) \u,^^-l\<d 
werden muß; setzen wir also allgemein 

% = l+t?». 
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so müssen die Elemente der Menge 

gegen Ntdl konvergieren; die Bedingung (16) nimmt hier- 
nach die Form an 

(20) I (1 + v^^,) (1 + r„^2) . . . (1 + t?n+*) -l\<e; 

die linke Seite ist offenbar kleiner als die folgende Summe 

|^n+l| + |^n+2| + . . . + |t?n+i| +^ |t?n+f | |^i 



+ y it?«+r| |«n+«| |^n+<| + • • • + |t?n+l| |^n+2| • • • |^ii+*| 

und um so mehr kleiner als die Summe 

(21) P,* = CC^, + ^2^ + ^3^ + . . . +ÖC*, = CCnt ] ~ ^*' , 

wenn znr Abkürzung 

gesetzt wird. Ist nun die Eeihe 

(22) t?i + l?2 + . . . + ^n + . . . 

oder 

(22a) (u,- 1) + {u^ - 1) + , . . + {u^- 1) + . . . 

absolut konvergent, so wird ocnk für hinreichend großes n 
und beliebiges h kleiner als eine beliebig kleine positive 
Größe d und somit die Summe (21) kleiner als o + % j 
wo 7^2 eine Größe bezeichnet, welche von derselben Ord- 
nung wie d^ unendlich klein ist; wählen wir also d kleiner 
als € und zwar so, daß c — <J und d von derselben Ord- 
nung unendlich klein sind (etwa e = 2 <5) , so ist 

Pnk<d + V2<» + ^-^<^ 

und die Bedingung (20) ist sicher erfüllt. 

Die absolute Konvergenz der Eeihe (22a) ist also 
jedenfalls eine hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz des Produktes (14); und zwar nennt man in diesem 
Falle auch das Produkt absolut oder unbedingt kon- 
vergent*), weil die Anordnung der Faktoren ohne Ein- 

*) Hier ist eine ähnliche logische Unterscheidung zu machen 
wie in Nr. 2. 
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6 Kapitel I. Einfache und zweifache Summen und Produkte. 

fluß auf die Existenz und Oröße des Grenzwertes P ist; 
diese letztere Eigenschaft des Produktes erschließt man 
ohne Schwierigkeit aus dem Umstände, daß die absolute 
Konvergenz der Beihe (22 a) bei beliebiger Anordnung 
ihrer Glieder erhalten bleibt. 

Beispiel: Ein Produkt der Form 

fl = l 

ist stets absolut konvergent, wenn 

lc„| < a für n>m ^ 

d. h. wenn für alle ganzen ppsitiven Zahlen n, welche 
oberhalb einer bestimmten Zahl m liegen, die Moduln der 
Größen c» kleiner sind als eine angebbare positive Größe a**). 

Summen Ton zweistrahllgeit Reihen. 

4. Bilden wir nun mit den Elementen der zweistrah- 
ligen Menge (2) die Summen 

so können wir auch diese wieder bei entsprechender An- 
ordnung als Elemente einer einstrahligen Menge auffassen. 
Seien nämlich 

(ä4) ^1 9 ^ 9 * - ' } ^n 9 • * * {*i <C *a <C • • • ) 

(25) n> ^2» --M ^ni ••• (»•l<»'2<---) 

zwei unendliche Beihen steigender ganzer Zahlen, deren 
Elemente einander paarweise zugeordnet. sind, wie es die 
Indizes andeuten, so bilden die Größen 

(26) ä!^ s!^ ...,«!;:, ... 

die Elemente einer einstrahligen Menge; konvergieren diese 
für unendlich wachsende Z^, r» g^^n einen endlichen 

*) Aus den Elementen ist bekannt, daß die Beihen 

1.1.1. 

r 2" 3" 

für V ^ 2 konvergieren. Zur Berechnung der Summenwerte für 
V = 2 und r = 4 wird sich im vierten Kapitel, Nr. 38 eine Ge- 
legenheit bieten. 
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Nr. 4. Summen von zweistrahligen Reihen. 7 

Grenzwert Sj so köjtmen wir diesen als eine Summe der 
zweistr&hügen unendlichen Beihe ' 

(27) ..•+«-i+W-(/-i)+...+W-i+Wo+^i + "-+^f-i+^+--- 

bezeichnen; wir dürfen nicht sagen »^die'' Summe, da die 
Existenz des Grenzwertes JS in diesem Falle nicht nur 
von der Anordnung der Glieder der Beihe*), sondern auch 
Ton der zwischen den Zahlen In und r^ festgesetzten Be- 
ziehung abhängen wird; so wird es im allgemeinen einen 
wesentlichen Unterschied bedingen, ob wir die Menge 

(28) i*o, St\, 8tl, ..., »+;, ... 
•oder 

(29) Wq , 0_2, 0_4> •••> "-211 > ••• 

auf die Existenz eines Grenzwertes hin untersuchen; im 
ersten Falle summieren wir stets gleichviel Glieder rechts 
und links von Uq , im zweiten Falle nehmen wir stets auf 
der linken Seite die doppelte Anzahl als auf der rechten. 
Es kann vorkommen, daß die eine Art der Summen- 
bildung zu einem Grenzwerte führt, die andere aber nicht, 
oder daß wir zu verschiedenen Grenzwerten gelangen. In 
derartigen Fällen muß immer genau angegeben werden, 
in welcher Weise die zu definierende Summe gebildet 
werden soll. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die Summen (26) unabhängig von der Art der Summen- 
bildnng, d. h. unabhängig von der zwischen den Zahlen In 
und Tn festgesetzten Beziehung, gegen einen festen end- 
lichen Grenzwert konvergieren, ist offenbar in der folgenden 
Forderung enthalten: Es müssen sich zwei ganze Zahlen r 
und { so bestimmen lassen, daß, für beliebige Werte der 
ganzen Zahlen Tc und h, die beiden Ungleichungen er- 
füllt 'sind 

(30) I Un + Un+i + . . . + Un+t 1 ^ « , weuu w ^ r 

(31) K-n+W-n-l+ ... + «*-n-A|^*, WCnU n^l, 

*) Unter Anordnung der Glieder verstehen wir die durch die 
Indizes ztun Ausdruck gebrachte Beziehung der Elemente unserer 
zweistrahligen Menge auf die Menge der positiven und negativen 
ganzen Zahlen. 
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wobei € und d beliebig kleine vorgeschriebene positive 
Größen bezeichnen; denn nur in diesem Falle gen'ügt die 
Festsetzung 

(32) r'>r, r''>r, V >l , r>l, 

um den absoluten Betrag der Differenz Ä^J^ — 8tr ^uter 
eine beliebig vorgeschriebene Größe e' herabzudrücken, in- 
dem man e und d hinreichend klein annimmt. 

Die in (30) und (31) ausgedrückte Bedingung ist die 
Bedingung dafür, daß jede der beiden Eeihen 

(33) Wi + Wg + ^3 + • • • 

(34) W_i + W_2 + W-3 + • • • 

für sich konvergiert. 

Die zweistrahlige Eeihe 

* 

(35) . ..+ u_i+.,. + u.2 + W-i + Wo + % + '^s +• • •+ ^f + • • • 

heißt absolut konvergent, wenn die Eeihe der abso- 
luten Beträge 

+ ho| + l%! + l^al + ... + |Wr| + ••• . 

unabhängig von der Art der Summenbildung konvergiert, 
d. h. nach dem Vorhergehenden, wenn die beiden Eeiheu 
(33), (34) absolut konvergieren. 

In diesem besonderen Falle existiert ein endlicher 
Grenzwert der Summen (26), welcher nicht nur von der 
Art der Summenbildung, sondern auch von der Anord- 
nung der Glieder der Eeihe (27) unabhängig ist. 

Als Beispiel einer zweistrahligen Eeihe, welche nicht 
unabhängig von der Art der Summenbildung konvergiert, 
betrachten wir die folgende: 
(37) ..._^^^_| + | + ^+^+... 

Die zu untersuchende Summe 

(38) 2''-^*) 

n= — / 



(36) |-- 



^ Anmerkung. Der Akzent an dem Suuunenzeichen ^^ 
soll, nach einem aUgemein eingeführten Gebrauch, hier und überall 
im folgenden, sofern nichts besonderes angemerkt wird, die Unter- 
drückung des dem Index n = entsprechenden Gliedes bezeichnen. 
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ist gleich der Summe 



H = r 



(39) V ^ m r'>l, 
der Summe 

(40) -2'i ^ *"<^- 

n=r+l 

Ftir jedes n > 1 gilt die Eeihenentwickelung 



m 



^ ^ +^-.•• + (-l^'T^+•.. 



n 2n* 3n* An' 

also, wenn die Klammergröße mit Oq bezeichnet wird, 

(43) }a„|<l+-^ + ... + -^ + ... " 



1*1 m i ^ 

n n* n — 1 

ebenso ergibt sich 



2 » 



(n + 2 \ 1 «1 

wonn Ol eine Größe bezeichnet, deren Modul die Un- 
gleichung erfällt 

45) . K < — -^— < r • 

Durch Fortsetzung des Verfahrens gelangen wir zu dem 
Eesultat: 



H^hMH^h^mh- 



{A6){ 



\.» + p — 1/ n 
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(47) e{n,p) = ^ + 



at 



n« • (n + l)2 



+ ...+ 



a 



p-i 



(48) |6(n,p)|< 
Da die Eeihe 
(49) 



n 



n — 1 in 



i+ 



(» + 1)* 



(n + p-l)* ' 

+ • • • + (n+p-m ■ 



1 + 1^ + 4- + ... 



>i 



3« 



konTergiert, so sinkt der Wert der Größe 

1.1.. 1 



(50) 



n*'^ {n + 1)« 



+ ...+ 



{n + p- 1)« 



fär hinreiclieiid grofies « und beliebiges p unter jede aa> 

n 
gebbare Grenze herab, während der Faktor 

Einheit znstrebt; es ist also 



n-1 



der 



(51) 

und daher 

(52) Um 



lim[fi(n, p)] =-0 



n=oo 



'+4^+...+ 



fi=ooLii n + 1 ' '" ' n + p — 1 
Für die beiden Größen (31), (32) folgt hieraus: 



-^H^")] ■ 



(53) 



(54) 



lim 

l,r=oo 



lim 



LnÄ ^ 

__'S^' 1 

^, n 



-ü?>(^)l 



In jedem Falle also wird der Grenzwert der Summe (38) 
dargestellt durch den Ausdruck 



(55) 



,.^o<.h(f)l '' 



dieser hängt ganz wesentlich von der Beziehung ab, welche 
zwischen den über alle Grenzen wachsenden Zahlen l und r 
festgesetzt wird; er kann unbestimmt oder unendlich groß 
werden oder auch einen bestimmten endlichen Wert an- 
nehmen. 
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Die soeben angestellte Betrachtung können wir leicht 
auf einen allgemeineren Fall ausdehnen. Wir erhalten da- 
durch ein Besultat, welches uns später von großem Nutzen 
sein wird*). 

Es sei eine Beihe von Größen vorgelegt, welche eine 
arithmetisclie Progression bilden: 

(56) tii,%=t«i+d, ^3=1*1+25, ..., t«^=i*i+(Sf— 1)Ä, ..., 

die Moduln dieser Größen seien sämtlich größer als der 
Modul der Differenz d, und zwar sei: 



(57) -i^^^<l (Ä = l,2,3,.,.) 



Unter dieser Voraussetzung konvergieren die Beihen- 
entrwickelungen : 



(58) 



M'^'hM^^i) 



^ uj, tijl2 3 % '"^^ ^^ u «;-.» ^"V 

(Ä = l, 2, 3, ...) 
ans denen wir entnehmen, daß 

also 

(61) J- + -L + ... + l- = l.log(i^)-e. 

Weg^n der Vieldeutigkeit der logarithmischen Funktion 
müssen wir ausdrücklich bemerken, daß der Ausdruck 

^^^1 einen ganz bestimmten Wert hat, den wir de- 
finieren können als den Zuwachs des Logarithmus auf der 






*) Der Leser; welcher möglichst rasch zu dem eigentlichen 
Gegenstand dieses Buches gelangen will, kann das Folgende einst- 
weilen überschlagen und sofort zu Nr. 5 übergehen. 
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(62) 



geradlinigen Strecke von Uj bis Ug+i; auf dieser Strecke 
liegen, da sie dem Vektor d parallel sein muß, auch die 
Punkte «2 , 1*3, • • • 

Ganz ebenso erhalten wir: 



Uh + d 
(63) 



-- = -[ 



d d^ 



J • • • + ( 1) ~^ -T '-'} 7 



d' 



%Vi 



(64) 



u 



1 _ d 

i A = ff ^ 

V 



»+i 



«? 



16» < 



+ ed; 



l-i) 



e < 



d\ 



1-d^l«. 



3 » 



also 
(65) 






* Die Beziehungen (61) und (65) werden besonders durch 
den Umstand interessant, daß es mögUeh ist, eine obere 
Grenze für die Moduln der Größen e und e anzugeben. 
Ehe wir dies beweisen, müssen wir zunächst einen ele- 
mentaren Hil&satz vorausschicken, welcher so lautet: 
Von Jien Chrößen einer arithmetischen Progression 



(66) 






2 = % + Ä > 



U 



ff 



.., UH==u^+{h-'l)d^ 

% + (y — 1) «^ 



hat im allgemeinen eine einzige den kleinsten Modul; wir 
woUen sie Uj^^ nennen. Alsdann wachsen die Moduln der 
Größen, für welche h^h^ ist, zugleich mit dem Index, 
während umgekehrt die Moduln der Größen , für welche 
fe < Äq ist, mit abnehmenden Werten des Index größer und 
größer werden. 

Es gibt einen besonderen Fall, in welchem der kleinste 
Modul nicht nur einem einzigen, sondern zwei aufeinander- 
folgenden Elementen w^o ^^^ ^äo+i <^^^ Reihe (66) zukommi. 
Mit der Einschränkung |wa^| = |wao+i| bleibt der Inhalt un- 
seres Satzes auch unter diesen Umständen richtig. 



r 
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Um dies zu zeigen, bilden wir die Moduln zweier 
«tfeinanderfolgender Glieder der Eeihe (66), wobei wir 
setzen: 

(67) «i=«i' + «Mi", d — d' + id"', 

(68) I «»+1 \' = {ui + hdy + iul'+h dy ; 

[ l«tl* = W + (Ä - 1) d'Y + « + (* - 1) O* 

(69) j =|«»+i|» + «» + d"«) 

Es ist also 

(70) |«»+i|^|«»,) 
je nachdem 

m\ 1. ^ 1 d^w( + d"ui' 

(71) *^2 d'* + d"» 

ist Wenn wir nun mit h^ die kleinste (positive oder 
negative) ganze Zahl bezeichnen, welche nicht kleiner 
ist als 

so sind die beiden korrespondierenden Ungleichungen (70) 
und (71) nichts anderes als der Ausdruck der Tatsache, 
welche wir beweisen wollten. — 

Die Überlegungen, die wir zum Beweise.^ des Hil&- 
satzes nötig hatten, gewinnen anschaulichen Inhalt, wenn 
wir die komplexen Größen %, d geometrisch repräsen- 
tieren, wie es in der nachstehenden Figur u^^er der An- 
nahme Ä'= 3 , d'^=2, Wi = —14 , Ui = 3 gv. lehen ist; 
es ergibt sich für diesen Fall ^q = ^ • 

Nach diesen Vorbereitungen soll jetzt gezeigt* werden, 
daß der Wert der Summe 

(72) t:^+lA^+--- + 



nnterhalb einer positiven Größe liegt, welche .nur abhängt 
von dem Modul der Differenz d und dem Werte des 
kleinsten der Moduln \ui\, \u2\, ..., I^^lr laicht aber 
etwa von der Zahl y; diese darf vielmehir ohne Störung 
des Resultates ins Unendliche wachsen. 
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Für alle Indizes h , welche der Bedingung genügen 



(73) 
ist 

(74) 



"0 J 



{ 



«»+1 1* - < + < + 2(Ä - Äo + 1) K <*' + < <*") 

+ {h - ho + ind'> + d"^) , 

(75) < d' + < d" = < ä' + «fd" + (»0 - 1) (<?'* M- d"«) ; 
die Zahl h^ war so definiert, daß notwendig 

(76) 2{uid'+ui'd")>-{d'^ + d"«) (2 Ä« - 1) 




• Flg. 1. 

sein mnß, woraus nachstehende Ungleichungen folgen: 
(77) 2 « d' + < d") > -(d'2 + d"«) , 

+ [(Ä - Äo + 1)* - (Ä - Äo + 1)] (d'« + d"«) ; 
a fortiori gilt dann 

(79) Iwi+il* > < + <* + (A - K)Hd'* + d"*) , 

(80) ' i«»+i!ä>|d|«[P + (Ä-Ao)*J» 
wenn 



(78) 



[ 



(81) 



J7 = 



d'« + d"« |< 



l^r. 4. Bummen von zweistrahligen Beihen. 
gesetzt ^wird;. es ist demnach 

(82) 



15 



ju»+i|« ^ |d|» U + ih-h^) 



— \.\* ' 



(83) 



— (- 



«». 



2 



+ 



2 



+ -..+ 



' + ' 



+ 



U+V ' U+2* 
1 1 



+ ...-\ 



4 



17+1« ' cr+2« 



f • 



in infJ. 



-»0-1)*} 



Wenn h^^l ist, so könnea wir für den übrigbleibenden 
Teil der Summe (72) dieselbe Betrachtung anstellen: 



(84) 



!«*.'* 



+ 



«».-1 



\i 



+ ••• + 



1 p 1 1 



+ 2« 



«1 



2 



in inf.i , 



und es ist daher sicher 



(85) 



1^1 



2 



+ 



U. 



2 



2 



+ ...+ 



« 



V 



a 



< 



iP"*" 17+1«'*' 17 + 2« "*"•••}' 



d|« IP ■ ?7+l« ' 17 + 2« 
Sei nun M die durch die Ungleichungen 
(86) M»<U<{M + 1)« 

bestimmte ganze Zahl; dann ist 



(87) 



U 



+ 



(88) 



17 + 1« 
1 



+ ...+ 



+ 






1 . 1 



F + (Jtf - 1)2 ^ U ^ M ' 



+ . . . in inf . 



< 



+ 



+ ... 



Jf2 • {M + 1)^ 

Wir fassen das Endresultat zusammen in dem 
Satz: Wenn die Icomplexen Größen u^^ u^^ •••! Ug 
eine arithmetische Progression mit der Differenz d tilden, 
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und wenn mit u^^ diejenige unter ihnen bezeichnet wird. 
welche den Meinsten Modul besitzt (im besonderen FcHU 
eine von den beiden aufeiruinderfolgeriden Größen, weicht 
den "kleinsten Modul besitzen), so ist die Summe 

(72) Tr^ + ü^+...+ ^ 



stets hlein^ als die Oröße 

worin M diejenige ganze Zahl bezeichnet, welche der Un- 
gleichung genügt . ' . 

(90) if^%i<Jfcf + l. 

\a\ 

Ist Äq = 1 , »o bleibt der Satz richtig, auch wenn in (89) 
der Faktor 2 weggelassen wird. 
Zusatz: 
Wenn |i*äo| >1 > so ''^^ die Summe 



um so kleiner, je größere Werte wir dem Index v erteilen ; 
sie bleibt also auch für r = 3, 4, ... unter der oben für 
r = 2 aufgestellten Grenze (89). 

BesondiBrs wichtig sind die Fälle, in welchen die 
Moduln der Größen (66) sämtlich über alle Grenzen 
wachsen, so daß* wir zur Grenze limJf=«cx) übergehen 
können; alsdann sinkt der Wert der Summe 

(92) TAr + -n^ + .--+ ^ 



für"^ r ^ 2 unter jede noch so kleine positive Größe herab. 
Setzen wir z. B. 

/ggx I »1 = a + ^ d , u^=a±{m'^l)d, 



{u^^ a + ia 



^g = a±{m'\-g — l)d, 

worin a irgend eine feste komplexe Größe, m eine positive 
ganze Zahl bedeutet, so haben wir, wenn nur die Zahl m 
hinreichend groß gewählt wird, die Ungleichungen 

. Kl < 1^2! <• • • <l^iy| • 
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Aaßerdem übersteigt die positive Zahl \u\\ jede Grenze, 
wenn die Zahl m unbeschränkt wächst. Es kann also, 
nach der zuletzt gemachten Bemerkung, jede der Summen 

11' 1 



ja + mdj^ \a±(m+.l)d\'' '" \a±{m + g'-l)d\'' 

(v = 2, 3, ...) 

beliebig klein gemacht werden dadurch, daß m hinreichend 
groß gewählt wird. Dabei unterliegt die Zahl g gar keiner 
Beschränkung, sie kann unendlich groß angenommen wer- 
den. Damit ist aber der Satz bewiesen: 

Bezeichnen a und d zwei beliebige "komplexe Größen^ 
so sind die zweistrahligen Reihen 

^^^^ •••+ (a-2dy + (a~d)- ■'■^+ (a+d)- "^ {a+2dr '^'" 

für V = 2, 3, ... sämtlich (ibsolut Jconvergent. 

Was die für v = 1 gebildete Beihe betrifft, so folgt 
für sie, auf Grund des in (61) enthaltenen Besultates, daß 



(97) 






md a + (m + l)d a + (w + ör — l)d 

Da dieser Ausdruck keinen von der Zahl g unabhängigen 
Wert hat, vielmehr, wenn auch g unendlich wird, Von 

g 

dem Grenzwert abhängt, welchem der Quotient -^ zu- 
strebt, so ist die zweistrahlige Reihe ^ 

sieher nicht für jede Art der Summenbildung Iconvergent. 

Einen speziellen Fall dieses Eesultates haben wir bei 
der Untersuchung der Eeihe (37) bereits kennen gelernt. 
Andere Eeihen dieser Art werden uns später noch be- 
schäftigen. 

Produkte Ton zweistrahll|^en Reihen. 

5. Wie in Nr. 4 die Summen (23), so können wir 
jetzt die Produkte 

(99) Pii =■ U^i • t*_i+i • . . . • U_i • Wo • t^l • . . . • Uf-i ' Ur 
Boehm, Elliptische Funktionen I. ^ 
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unter Zugmndelegang einer Beziehung von der Form (24), 
(25) ads Elemente einer einstrahligen Menge 

(100) p:^% p:^ ..., p:\i 

auffassen, deren Grenzwert P, wenn er überhaupt existiert 
und von Null verschieden ist, als Produkt der Größen (2) be- 
zeichnet wird. Für die Abhängigkeit des Grenzwertes von 
der Art der Produktbildung gilt dasselbe, was oben für die 
Summenbildung auseinandergesetzt wurde. Soll eine solche 
Abhängigkeit nicht stattfinden, so finden wir durch die- 
selben Überlegungen, welche bei der zweistrahligen Summe 
maßgebend waren, die Bedingung, daß die Prod^ukte 

(101) Un • t*n+l • . . • • ^n+Jfc 

(102) U.n • -W-n-l • • • • • t*-n-A 

für beliebige Zahlen h woSl le sich der Einheit unbegrenzt 
annähern müssen, sowie die Zahl n eine gewisse Grenze 
überschritten hat; d. h. wiederum erscheint die Kon- 
vergenz der einstrahligen Produkte 

(103) u_i • U.2 • • . • u_i • . . . 

(104) t^i • 1^2 • • • • • ^r • • ^• 

als hinreichende und zugleich notwendige Bedingung dafür, 
daß die Art der Produktbildung keinen Einfluß auf den 
Grenzwert ausübt. Konvergieren endlich die beiden Pro- 
dukte (103) und (104) absolut, so konvergiert auch das 
Produkt (99) absolut und damit unbedingt, d. h. unabhängig 
von der Eeihenfolge der Faktoren. 

Anmerkung. Es möge darauf hingewiesen werden, 
daß jede zweistrahlige Menge als einstrahlige Menge auf- 
gefaßt werden kann und umgekehrt; z. B. können wir die 
Elemente der Menge (2) auf eine der beiden folgenden 
Arten anordnen: 

Uq, Wi , U_i, W_2 , 1*2 J ^-3 > 1*-4 j "j '^rj 1*-2f-l j 1*-2r > - - • > 

die beiden einstrahligen Mengen, die wir so erhalten, 

entsprechen den beiden Summierungsweisen (28) und (29)^ 

welche wir oben als Beispiel verwandt haben. Bei dieser 

'*fassung können die Konvergenzbedingungen der zwei- 
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•tirahligen Summen und Produkte ohne weiteres aus denen 
d^ einstrahligen Summen und Produkte hergeleitet werden. 

' Zweifach ausgedehnte Mengen. — Zahlengitter. 

6. Wir betrachten nun Mengen, deren Elemente den 
ans je zwei ganzen Zahlen gebildeten Zahlenpaaren (m, n) 
zugeordnet sind, was wiederum durch die Verwendung 
ganzzahliger Indizes angedeutet werden soll, so daß also 
das aUgemeine Element der Menge etwa durch limn zu 
bezeichnen ist. 

Es wird nützlich sein, bei den folgenden Betrachtungen 
ein geometrisches Bild zu Hilfe zu nehmen. Wie wir die 
positiven und negativen ganzen Zahlen durch äquidistante 
Punkte auf den beiden Halbstrahlen einer Geraden re* 
präsentieren können, so lassen sich die Zahlenpaare (m, n) 
durch ein System von Punkten der Ebene versinnlichen, 
das wir in folgender Weise erhalten: Wir fixieren auf der 
X-Achse eines kartesischen Koordinatensystems die den 
ganzen Zahlen m entsprechenden Punkte und ziehen durch 
jeden derselben eine Parallele zur ^- Achse; alsdann fixieren 
wir auf der Y-Achse gleichfalls ein System äquidistanter 
Punkte, welche den ganzen Zahlen n entsprechen sollen, 
und ziehen durch jeden derselben eine Parallele zur X-Achse. 
Die Schnittpunkte dieser beiden Scharen von Parallelen 
sind die Bepräsentanten der Zahlenpaare (m , n) und damit 
der Elemente u^^^ unserer Menge in der Weise, daß auf 
jeder Parallelen zur X- Achse eine Eeihe von Elementen u^^^ 
abgebildet wird, die im zweiten Index n übereinstimmen, 
auf jeder Parallelen zur Y-Achse eine Eeihe von Ele- 
menten u„inj die denselben ersten Index m haben; auf 
der Abszissenachse selbst liegen demnach die Bildpunkte 
der Elemente Um,o , auf der Ordinatenachse die Bildpunkte 
der Elemente Wo,n- Beschränken wir einen der Indizes 
oder beide auf Zahlen desselben Vorzeichens, so liegen die 
entsprechenden Bildpunkte in einer der vier Halbebenen, 
bzw. in einem der vier Quadranten, welche durch die 
Koordinatenachsen gebüdet werden. Sind z. B. m und n 
positiv, so liegen die Bildpunkte aller Um^n ^^ dem von 
der positiven X-Achse und der positiven Y-Achse ein- 
geschlossenen Quadranten. Eine Beziehung zwischen m 
und n, welche jedem ganzzahligen Wert von m einen 

2* 
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ganzzahligen Wert von n zuordnet, definiert eine einfach 
ausgedehnte Menge Ton Elementen, deren Bildpunkte auf 
einer Kurve liegend gedacht werden können. 



7» 



^-s,* 



4 -J - 



2 - 



r 






ffp 



2r^ 



Fig. f. 

Summen yon zweifaeh ausgedehnten Mengen. 

7. Ziehen wir nun in der Ebene eine beliebige ge- 
schlossene Kurve e, so zerfallen die Punkte unseres Zahlen- 
gitters in zwei Klassen; die der ersten Klasse liegen im 
Innern der Kurve c bzw. auf der Kurve c, während die 
der zweiten Klasse außerhalb liegen; die entsprechenden 
Elemente unserer Menge wollen wir typisch mit 

UmW ^ZW. Um'\n" 

bezeichnen, je nachdem sie der ersten oder der zweiten 
Klasse angehören; die Anzahl der Elemente Umw ^^ ^i^<^' 
lieh, ihre Summe möge durch das Zeichen 8e angedeutet 
werden, also 

(105) 8c=^U„,,n'. 



m\w 



Es sei nun eine einfach unendliche, abzählbare, einstrahlige 
Menge (vgl. N'r. 1) von geschlossenen Kurven gegeben: 

welche folgende Eigenschaften besitzen: 



r 
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1. jede der Kurren nmscMießt die vorhergehende, 
s^so auch alle vorhergehenden; 

2. wenn wir ein beliebiges Element i^m,n unserer Menge 
herausgreifen, so können wir den Index p stets so groß 
wählen, daß die Kurve Cp [und somit auch jede der folgenden 
Kurven der Eeihe (106)] den Bildpunkt (m, n) des „Zahlen- 
gitters'^ umschließt. Oeometrisch gesprochen heißt das: 
die Kurven (106) erstrecken sich mit wachsendem p all- 
seitig ins TJnendHche. 

Eüie Schar konzentrischer Kreise mit wachsenden 
Eadien wurde z. B. den oben gestellten Bedingungen 
genügen. 

Für jede der Kurven (106) können wir nun die ent- 
sprechende Summe (105) bilden und erhalten so eine ein- 
fack ausgedehnte,, abzählbare, einstrahlige Menge von 
Summenwerten : 



(107) 



Se,. Ä 



'Ctl 



e»j 



'J 



Ä 



«p7 



Eonvergieren diese gegen einen endlichen Grenzwert 8, 
so nennen wir 8 „eine Summe'^ der ans den Elementen 



(108) 



^-2,1 W-1,1 Wo,l %,1 ^2,1 

^-2,0 ^-1,0 %,0 'Wl.O %,0 

1i_2,-l W^l,-l «0,-1 t*l,-l 1*2,-1 



gebildeten Doppelreihe. Die Bedingung für die Existenz 
eines solchen Grenzwertes würde [vgl. Nr. 1, (3)] sein, daß 
für beliebiges k 



(109) 



8c. 



'P+* 



Sc^ <e 



"p 



wenn p> q; 



d. h. wenn e eine vorgelegte beliebig kleine positive Größe 
bezeichnet, kann eine ganze Zahl q angegeben werden, so 
daß für jedes p> q öle Ungleichung (109) erfüllt ist. 
Wenn wir an die geometrische Eepräsentation denken, so 
bezeichnet die Differenz 8e ^^ — 8e offenbar die Summe 

P+K ^p 

aller Elemente le^«, dere^ Bildpunkte in dem von den 



'mn j 



Kurven Cp und Cp+j begrenzten Eingraume liegen; der 
Betrag dieser Summe muß also unter jede beliebig kleine 
Größe herabgedrückt werden können, wenn wir den Bing 



22 Kapitel I. Einfache und zweifache Summen und Produkte. 

allseitig hinreichend weit gegen das Unendliche hinaus- 
rücken lassen. 

Man sieht leicht ein, daß die Existenz eines Grenz- 
wertes S im allgemeinen nicht nur von der Art und Weise 
abhängen wird, in welcher wir die Elemente der Menge (108) 
den Zahlenpaaren (m, n) zugeordnet haben, sondern auch 
von der Wahl der Kurvenschar (106), die wir der Summation 
zugrunde legen. Wir werden Beispiele von Mengen kennen 
lernen, in welchen diese Verhältnisse klar zutage treten. 
Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, in welchem ein 
einziger Grenzwert existiert, wie auch die Summierung 
ausgeführt werden mag; es ist dies der Fall der absoluten 
oder unbedingten Konvergenz, den wir hier etwas 
näher betrachten wollen. Zunächst soll bewiesen werden: 

Wenn die Summe der aus den absoluten Beträgen 
\um^n\ d^r Elemente (108) gebildeten Doppelreihe 

(110) ^l^m.n| 

unter Zugrundelegung des Kurvensystems (106) konvergiert, 
so konvergiert sie auch dann, wenn wir ein anderes, den- 
selben beiden Bedingungen 1) und 2) genügendes Kurven- 
system 

der Summierung zugrunde legen; dabei wollen wir vorerst 
die Anordnung der Elemente (108), d. h. ihre Beziehung 
zu den Zahlenpaaren (m, n) festhalten. 

Es ist nach Voraussetzung die Bedingung 

(112) S,^^, -8,^<e 

für die Doppelreihe (110) erfüllt (die beiden Striche, welche 
den absoluten Betrag bezeichnen, können auf der linken 
Seite von (112) wegbleiben, da ja die Differenz der Summen 
in unserem Falle nur positive Größen enthält). Vermöge 
der Bedingung 2. können wir in der Eeihe (111) stets 
eine Kurve c^ angeben, welche die Kurve Cp umschließt; 
ist nun h' eine beliebige ganze positive Zahl, so gibt es 
— wiederum vermöge der Bedingung 2. — auch eine 
ganze positive Zahl fc, so daß die Kurve Cr'+f von der 
Kurve Cp+t umschlossen wird; in dem von den Kurven 
cf und ef^k' eingeschlossenen Eingraume liegen also gewiß 
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weniger Gitterpunkte (m , w) als in dem von Cp und Op^.» 
eingeschlossenen Eingraume; die Summe über alle zu- 
gehörigen \umn\ wird also, da nur positive Glieder vor- 
handen sind, für den ersten Bingraum geringer ausfallen 
als lux den zweiten; d. h. 



(113) Sc,^^ 

und es wird somit 



^^r < Sc,,, 



8,_<e 



(114) 



Se'g^j^ — 8e'g<€ für s^r . 




3 i 5 6 7 S i /O 



Fig. 8. 



Der soeben durchgeführte Schluß soll jetzt durch ein 
einfaches Beispiel erläutert werden (Fig. 3). Die Kurven- 
schar (106) bestehe aus konzentrischen Kreisen um den 
Koordinatenanfangspunkt mit» den Badien 

die Kurvenschar (111) aber werde gebildet von Quadraten, 
deren Mittelpunkte sämtlich im Koordinatenanfangspunkt 
liegen und deren Seitenlängen gegeben sind durch 

2a = 2, 4, •••, 2p, •••, 

80 ist die Kurve c, ein Kreis mit dem Badius p und wird 
von dem Quadrat c^ , welches die Seitenlänge 2 p hat, und 
von allen folgenden Quadraten umschlossen; das Quadrat 
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Cp+tr hat die Seitenlange 2p + 21c^ und die Diagonale 

{2p + 2k^'f2 , wird also von allen Kreisen eingeschlossen, 

deren Eadins größer als^ {p +h')Y2 ist-, far h haben wir 
also eine ganze Zahl zu wählen, die größer ist als 

Die Ungleichung (114) besagt, daß unsere Summe 
auch bei der durch das Kurvensystem (111) definiertea 
Art der Summation gegen einen endlichen Grenzwert kon- 
vergiert. Es läßt sich aber auch leicht einsehen, daß der 
Grenzwert in beiden Fällen derselbe ist ; da nämlich 8c,>8e 

und Sc ^j > Se^^j^. ist, so könnte man von jedem dfer beiden 

Grenzwerte beweisen, daß er größer als der andere sei, 
wenn man voraussetzen wollte, sie seien verschieden. 
Man kann aber auch so schließen: die Größe 

(115) Ä.^,»-Ä«p-(Ä.V.*'-^«v)=(««V-«g+(V»-^«V.»') 

muß, als Differenz zweier positiven Größen, die kleiner 
als € sind, selbst ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als e sein; die rechte Seite von (115) zeigt, daß die Größe 
^positiv ist, und daß jeder der beiden positiven Summanden, 
aus denen sie sich zusammensetzt, kleiner als s sein muß; 
daher ist 



(116) limÄev = üm/8^ 



p 



Wir haben nun weiter zu zeigen, daß die Konvergenz 
erhalten bleibt, wenn wir das Kurvensystem (106) fest- 
halten und die Beihenfolge der Glieder vertauschen, 
d. h. die Elemente der Menge \um,n[ ^^ anderer Weise 
den Punktepaaren (m, n) zuordnen. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir den Inbegriff (J) aller Elemente, deren 
Bildpunkte bei der zweiten Art der Anordnung innerhalb 
einer beliebigen Kurve Cp aus (106) liegen; vermöge der 
Bedingung (2) gibt es gewiß eine Kurve Cq in (106), so 
daß die Bildpunkte aller Elemente aus (J) bei der ersten 
Art der Anordnung innerhalb c^ liegen ; ihre Summe ist 
also, da es sich immer nur um Summen positiver Glieder 
handelt, gewiß kleiner als die Summe aller Elemente, 
die bei der ersten Art der Anordnung im Innern von c^ 
liegen, und somit endlich. 



r' 
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Unter der Annahme, daß die beiden Grenzwerte, 
deren Existenz wir soeben bewiesen haben, verschieden 
seien, könnten wir nnn ebensowohl zn dem Besnltate 
kommen, daß der erste von beiden der größere sei, als 
auch, daß der zweite größer sein müsse; dies ist aber 
absnrd, nnd es bleibt nnr die Möglichkeit, daß beide 
Grenzwerte übereiiistimmen. 

Nachdem so für die Eeihe (110) der absoluten Be- 
trage bewiesen ist, daß Konvergenz nnd Grenzwert der 
Sunme nnabliängig sind von der Anordnung der Glieder 
sowohl, als von der Wahl des Kurvensystems (106), läßt 
sich das gleiche Eesultat auch für die Beihe 

(in) 2*^«.« 

seihst herleiten, auf Grund von Schlüssen, welche aus der 
elementaren Beihenlehre bekannt sind. 

Produkte Ton zweifach ausgedehnten Mengen» 

• • 

8. Statt die im Innern einer Kurve c abgebildeten 
Elemente u^',,»' zu addieren, wie es durch (105) angedeutet 
wird, können wir sie auch multiplizieren und das Produkt 
dnrch 

(118) Pe=77t^m'.n' 

ifi-', n' 

bezeichnen. Der Eeihe der Kurven (106) entspricht als- 
dann eine Beihe von Produkten 

deren Grenzwert P, wenn er existiert und von Null ver- 
schieden ist, als ein aus den Elementen der Menge (108) 
gebildetes unendliches Produkt bezeichnet wird. 

Die Bedingung für die Existenz eines solchen Grenz- 
wertes ist, in unserer symbolischen Schreibweise, durch 
die Ungleichung 



(120) IP, 



p 



P 



< e (für p>q) 



graben. 

Den Fall, daß eines der Elemente u^n verschwindet, 
sowie den Fall, daß die Größen (119) gegen Null kon- 
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yergieren, haben wir bereits ausgeschlossen; es muß daher 
für wachsendes p und beliebiges k 



(121) 



Pc 



J»+* 



< 



werden; der Quotient J""^* bezeichnet offenbar das Pro- 

dukiC aller Elemente Umn > deren Bildpunkte in dem von 
den Kurven Cp und Cp+t begrenzten Bingraume liegen; 
der Betrag dieses Produktes muß also der Zahl 1 beliebig 
angenähert werden können, wenn wir den Bingraum hin- 
reichend weit gegen das Unendliche hinausrücken lassen. 
Stellen wir nun noch die Forderung auf, daß die Kon- 
vergenz für jede beliebige Wahl des Kurvensystems (106) 
bestehen soll, so können wir es stets so einrichten, daß 
ein solcher Bingraum nur ein einziges Punktepaar {/^y v) 
enthält, und daß also 



fl,V 



~ll< 



(122) \u 

werden muß; setzen wir allgemein 



u 



m, n 



mn 1 



(123) 

80 müssen die Elemente der Menge 



(124) 



• • • • 


• 


• 


* 


• • • * 


••• 'ü-2,lj 


^-MJ 


^0,1» 


^1,11 


^2.1 > 


• • • '*'-a,Of 


'«'-1,0» 


^0,0 > 


^1.0 > 


t?2,0 1 


. .. t?_2,-i, 


^-1,-1, 


^0,-1 j 


^1,-1 > 


t?2,-l, ... 


• • • • 


• 


• 


• 


• • • • 



mit wachsenden Werten der Indizes beliebig klein werden; 
die Bedingung (121) nimmt die Form an 

(125)- liT(l+t?^,n)-l|<(J; 

durch das Symbol // ist hier das Produkt aller «?w,n an- 
gedeutet, welche in einem Bingraume liegen, der sich um 
so mehr ins Unendliche ausweitet, je kleiner d gewählt 
wird. 

Wenn nun die Beihe 

(126) 2'V» 



m, n 
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unbedingt konvergent ist, so mnß fiir jeden Eingraum 
der hinreichend ausgeweitet ist, die Summe ^\vm,n\ eii^ö 

m, ft 

beliebig kleine Größe sein, welche — wir übergehen den 
Beweis dieser Behauptung — mit der Größe, deren Be- 
trag auf der linken Seite von (125) steht, bis auf unend- 
lich kleine Größen höherer Ordnung . übereinstimmt, so 
daß also die unbedingte Konvergenz der Beihe (126) die 
Konvergenz des Produktes iTw,»,« nach sich zieht; und 
zwar hängt in diesem Falle der Grenzwert des Produktes 
wiedemni ebensowenig als der Grenzwert der Beihe (126), 
von der Anordnung der Faktoren ab. Wir sagen, das 
Produkt konvergiert unbedingt oder absolut. 

Zweites Kapitel. 

Untersuchung gewisser aus Partialbrttehen |;ebildeter zwei- 
strahliger Reihen. 

Einleitung — ^ eine Analogie. 

9. Eine rationale Funktion — 7-, , deren Kenner 

xp{u) 



(1) 



' tii einfache Nullstellen af , (xi, . . . , «4 
^2 zweifache „ „ af , «a', . » . , (xi^ 



\ 



nt ^ -fache „ „ (x^i\ af, ..., aj^ 
besitzt, läßt sich in der Form darstellen: 



u — oc 



'»•w^^^^-' 



»' = *»» J// * = •»« Äff 



A ff '-"« A . . 
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Die rationale Fnnktion ist in zwei Bestandteile zerspalten, 
eine ganze Funktion g{u) und eine rationale Funktion r(w), 
deren Zähler von niedrigerem Grade ist als der Nenner; 
r{u) selbst erscheint als Summe einer endlichen Anzahl 
von Partialbrüchen der allgemeinen Form 

A 

(4) 



Umgekehrt entstßbt durch additive Vereinigung einer 
endlichen Anzahl von solchen Partialbrüchen immer eine 
^rationale Funktion; wenn es aber möglich ist, aus un- 
endlich vielen Partialbrüchen konvergente Eeihen zu* 
sammenzusetzen, so werden dadurch viel umfaftsendere 
Funktionsklassen definiert, welche — zunächst von einem 
rein formalen Standpunkte aus — als Verallgemeinerungen 
der rationalen 'Funktionen aufgefaßt werden können. 

Diese Andeutungen mögen einstweilen genügen, um 
die folgenden Abschnitte einzuleiten, in welchen unendliche 
Eeihen behandelt werden, deren allgemeines Glied die 
Form (4) hat, während der Index v unendlich viele ganz-' 
zahlige Werte durchläuft. 

Die Reihen |fc(t«) , für ^ == 2, 8, . . • • 

10. Wir beschränken den Gegenstand der Untersuchung 
durch die doppelte Voraussetzung, daß in der Eeihe 

(5) - _ V ^' 



• ^ («-«,)* 

1. sämtliche Konstanten Ay denselben Wert A haben 
(welcher alsdann vor das Summenzeichen tritt und ohne 
Einfluß auf die Konvergenz der Eeihe ist), . 

2. die Größen ocy eine zweistrahlige arithmetische Eeihe 

(6) ..., oc—nll, ..., oc—II, (X, oc+IIj ..., (x+nll, ... 

bilden. 

Es sind also die Eeihen 

n =+o o 

^^> -S' [(«-«) + n/7]* = ^*("-«)' 
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welche wir für die verschiedenen Werte des Index h auf 
ihre Konvergenz zu prüfen haben. 
Satz: Die Reihen 



(8) 



fi=+oo 

V 



^[« + n/7]' 



l»(«) , 



für welche h^2 i9t, honvergieren absolut für jedes endliche u 
mit Ausschluß der Werte 



(9) u = , u = + vll (wenn 



1 , 2, d, • • •) ? 



und zwar Tconvergieren sie gleichmäßig in jedem endlichen 
Bereiche 8^j weicher die Werte (9) nicht enthäU*). 

Beweis: Es sei ein endlicher Bereich 8u gegeben, 
und M eine positive Größe, die größer ist als alle Werte, 
welche {t^l innerhalb des Bereiches annimmt; die [Glieder 
der Beibe (8) zerfallen nun in zwei Klassen, je nachdem 



(10) 

oder 

(11) 



n\'\n\^M 



n ' II\>M 



ist. Der größte Wert, welchen der absolute Betrag eines 

M 
Index erster Klasse annehmen kann, ist die größte in 

enthaltene ganze Zahl 



771 



(12) 



/-eQ- 



Die Glieder der ersten Klasse sind in endlicher Anzahl 
vorhanden, ihre Summe ist daher gewiß endlich; für die 
Glieder der zweiten Klasse ist 



n 



(13) 



\n\>M>\u 

u 



nn 



<B<1, 



*) Der Leser, welcher die zweite H&lfte von Nr. 4 nioht über- 
schlagen hat; wird diesen Satz unmittelbar aus dem Resultate 
herleiten, welches in jener Nummer für die Beihen von der Form 
(96) gewonnen war. Auch die folgenden Sätze können auf die 
Untersuchungen aus Nr. 4 gegründet werden. 
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wenn 

^^*) ' *= (»4-^)1/7] 

• 

gesetzt wird; denn es ist ja w + l der kleinste Wert, 
welchen n für ein Glied dieser Klasse annehmen kann. 

<15) \u + nn\^\n\'\n\' ^ ■ ^ 

(16) jw + n/rj-*<ln|-*|/7(-*(l-e)-*. 

Die Konstante 

(17) y = 1771(1-6) 

ist von u unabhängig. Wie daher auch der Punkt u 
innerhalb des Bereiches 8^ gewählt werden mag, immer 
gilt das Besultat: 

Die Summe der Moduln aUer Glieder zweiter Klasse, 
d. h. die Summe 



1 + ;^ >\n\\n\.(l-^s); 



(18) 



V 1 



^Tu + nlTW' 



erstreckt über alle positiven und negativen ganzzahligen 
Werte des Index n, deren absoluter Betrag größer als n 
ist, muß kleiner sein als die Summe 



(19) 



^ / 



nr 



wenn diese über dieselben Wertendes Index n erstreckt 
wird; da nun die Beihe 

(20) i+i^ + A. + ... 

für Ä ^ 2 konvergiert, so ist die Summe (19) gleich der 
Summe 



n=oo 



('^^) -i 2 



' n=n+l 



n' 



und also endlich; die Beihe der Glieder zweiter Klasse, 
und damit die gesamte Beihe (8), ist- absolut konvergent, 
w. z. b. w. 
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Die Reihe §^(u) • 

11. Anders liegen die Yerhältnifise für A => 1 , da die 
Reihe - 

(22) 1+14-1 + ... 

divergiert; nicht nur versagt hier das oben angewandte 
Sehlnßverfahren, sondern es läßt sich unmittelbar zeigen, 
daß die Summe (18) für h = l keinen endlichen Wert 
haben kann. Benutzen wir nämUch statt der Un- 
^eichong (15) die nachstehende, aus denselben Voraus* 
Setzungen sich ergebende 

(23) \u + nn\<]n\\n\{l + e) 

und setzen 

(24) ' d-^\n\{l + e), 

so finden wir, daß die Summe 
größer sein muß als die Summe 



(^«> 1[^ + ^ 



+ ... + - 



.y^Li^ + nH) 



+ l^n + 2^"'^ n + lcl' 

welche wegen der Divergenz von (22) mit k über alle 
Grenzen hinauswächst. 
Satz: Die Reihe 

(27) V 

n= -oo 

Iconvergiert nicht absolut; sie konvergiert aber hei geeigneter 
Art der Bummenbildung gleichmäßig innerhalb des Be* 
reiches 8uj und zwar strebt die Summe 

"^*' 1 

(28) 81\ - V y- ^ 

fir^i (w + n 77) 

für unendlich wa^chsende Werte der ganzen Zahlen If r 

r 
einem Grenzwerte dann und nur dann zu, wenn der Quotient 

einem von Null verschiedenen endlichen Grenzwerte zustrebt. 



32 
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Der Orenzwert der Summe (28) fälU verschieden atis /i 

r 



verschiedene Orenzwerte des Verhältnisses 



l 



Die erste Aussage dieses Satzes ist bereits im Vot 
hergehenden begründet worden; sein Hauptinhalt soll jetz 
bewiesen werden. 

Pur |n| >0 ist 






(29) 



u 



+ n/7 n/7 (t* + n/7)n/7 
11t* 



nll n^n^ u 

1 + 



nn 



folglich können wir die Summe (28) in eine der beiden 
Formen setzen: 



(30) s+r 



, V J_ + 1 _ V. 



u 



^^nll^u ^,{u + nn)nn' 



•1=/+ 



(31) 






•^ nJI u 



+ 



•v. 



u 



n=r+l 



j^^ {u + nn)nn ' 



(30) gut für r>l, (31) für l>r. 

Wenn wir nun wiederum die Indizes n durch die 
Ungleichungen (10) und (11) in zwei Klassen einteilen -wie 
bei dem früheren Beweise, in Kr. 9, so ist für die Indizes 
der zweiten Klasse innerhalb des Bereiches 8u 



(32) 



1 + 



u 



nn 



>1~«, 



und es gilt also für die Glieder zweiter Klasse die Un- 
gleichung 



(33) 

der Faktor 



u 



{u + nlTjhn 



< 



M 



n^ |/7|2(l-c) ' 



M 



ii72(l-g) 



ist, gleich den durch (17) und (24) definierten Ausdrücken, 
eine endliche positive, von der Wahl des Punktes u inner- 
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halb Su unabhängige Größe, und wir finden also durch 
denselben Schluß, welcher in Nr. 9 zum Ziele führte, daß 
die Beihe ^ ^ 

n=-oo ^ ' 

innerhalb des Bereiches 8^ gleichmäßig und absolut "kon- 
vergiert. 

Der dritte Bestandteil der Summen 8t\ in den Aus- 
drücken (30) und (31) wird also für unendlich wachsende 
Werte von { und r gegen einen endlichen Grenzwert kon- 
vergieren, gleichviel welche Beziehung zwischen l und r 
festgesetzt werden mag. Was den ersten Bestandteil be- 
trifft, so wird dieser [vgl. Kap. I, Nr. 4, (53) und (54)] 
gegen den Grenzwert ^ / \^ 

konvergieren, wenn die zwischen { und r festgesetzte Be- 

f 
Ziehung von solcher Art ist, daß der Quotient y für 

wachsende l und r einer endlichen von Null verschiedenen 
Größe zustrebt; in allen anderen Fällen wird dieser Be- 
standteil unendlich groß oder unbestimmt sein. Der 
Grenzwert der Summe (28) hängt also — wenn er über- 
haupt existiert — ganz wesentlich von der Art und 
Weise ab, in welcher wir l und r unendlich werden lassen, 
und wenn wir durch die Beihe (27) eine Funktion von u 
definieren wollen, so müssen wir die Art der Summen- 
bildung vorschreiben. Setzt man z. B. fest, daß 

(35) f^i+^p 

sein soll, wo p eine beliebige, aber fest gegebene, endliche 
positive ganze Zahl bedeutet, so ist 

"«• ,.lf.(T)->ä(4^)-'^ 

da det Logarithmus dieses Grenzwertes gleich Null ist, so 
ergibt sich aus (30) und (31) 

(37) limSir - - ~ Um V'— -— .^^--_ ; 

Boebm, EUiptische Funktionen I. 3 



4ie Ri^tle Säbe binft nftefa dan. was vir aber die 
B«üm: 43(> wisKO. nicht m«lir t«hi der Beridrang ab, 
v*ltii« cvüeheo I and r besteht, and «ir können also 
4Üae Fvnktioo ijiiif dttrcA folgende Gkichong dinieren: 

m t,'-)-)^[girTirg}-^-g \.^.'g).g ' 

4i««e FMMUion £,(u} ät dmrck ritu im dem Btrtidi 8. ffloüA- 
mißif mmd abtolta 1conr<ryUrr»ie Ante [die Beilie (34)] 
dmrfeOdtt. 

OCtenbar [t0. (29 f] ist diese Darstdlong g^cbbedeutend 
Djit der folg^den: 

nod wmo wir hierb^ nur festhalten, daß die innerhalb 
der geM^woften Klammem Tereinigten Glieder der Somme 
anf da rechten Seite nicht anseinandei^erissen werden 
dfirfoi, BO ist eine Angabe über die Art der SommeQ- 
bOdnng Überüvaäg. 

Wir haben alBO die Beihe (27), deren Stunme wesent- 
lich TOD der Art der Sommenbildong abhängig war, durch 
eine Beihe ersetzt, für welche eine solche Abhängigkeit 
nicht mehr besteht, indem wir von dem allgemeinen 
Gliede eine konstante, d. h. von u unabhängige Größe 
snbtrahierteD. Es ist dies ein beeonderer Fall eines niu- 
fiftifnilfn Theorems, des Satzes von Mittag-Leffler*), 
der nns in noch anderen speziellen Formen im Terlaiif 
der späteren Untersnchnngen entgegentreten wird. 

Es soll scblieBlich noch eine dritte Darstellung der 
Funktion {,(u) in Form einer absolat konvei^erenden 
' ben werden. Setzt man nämlich in (28) r = l 

von der Formel 

1 1 2« 

a + nn'^ u-nU^ u^-n*n* 

Acta mathematica, Bd. i, S. 1. 
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Gebraacliy so erhält man 



u ^ u^ — n* 

n=l 



2/J2 » 



(40) 

und also 

(38b) f, W = ^ limjÄlD = 1 + J^iT^^ • * 



» = oo 



l»=l 



Daß diese einstrahlige Beihe absolut konvergiert, erkennt 
man durcli Yergleichung mit der konvergenten Beihe 



(41) 



l + 4r + ^ + .-- 



2« ' 32 



auf Grand der Identität 



(42) 



2u 



u^ — n^n^ 



2\u 



/Z2. 



W 



n^n^ 



-1 



n' 



Analytischer Charakter der. definierten Funktionen. 

12. In jedem Pnnkte w = a , welcher nicht zu den 
Punkten 

(9) t*==0, u = ±vn (v = l, 2,...) 

gehört, lassen sich die sämtlichen Funktionen Sj^{u) 
(Ä = l,2,3,...)ü^ konvergente Potenzreihen entwickeln. 
Dies ergibt sich auf Grund eines Satzes über Potenz- 
reiheiiy welcher von Weierstraß herrührt*), aus folgenden 
beiden Tatsachen: 



*) Dieser Satz lautet: 

,,Es seien unendlich viele Potenzreihen einer Veränderlichen u, 
welche Potenzen dieser Größen mit ganzen positiven und negativen 
Exponenten in beliebiger Anzahl enthalten , in bestinunter Auf- 
einanderfolge gegeben 

P,(u), P,(u), P,(u), ...; 

und es sei möglich, zwei reelle GröBen B, B'j von denen B^'^B, 
R'^0 ist, so anzunehmen, daß für die der Bedingung 



B<\u\<B\ 



3* 



3t> Ejpitol n. Zwcütnhljg« PsrtüJbniehreilieii. 

1. Das aUgemdn« Glied der BeOien (8) und (38 a) ist 
tn der Umgebang tob « = s in ans solche Poten^^ilie 
entwiokellwr; denn die bddoi Ansdrä^e 



u-a Y 
a + nU) 

»n+- 



»+n7t~ " " ' 

'"^a + n/Z 
haben offenbar diese Bigensdurften für jedes u, irel<^es 
der Bedingung 

ontspriobt, d. h. inncriudb eines nm den Punkt « = a be- 
«obrlebeDeD Eretsee, dessen Peripherie durch den Punkt 
H-— nl7geht; sftmtUohe farn = :i:l, ±2, ±3,... ge- 

•nU|>rMh«nd«n Weite von « nieht nur jede eiasehie der geg«beaeti 
H«lh«n, •ondtni mnoh di« Somme 

konvanlut. und iwv di« Irtttore fOr mlle di^jenigsD Werte der 
V»rKna«rlionan, die denaalb«!) «bMlutöi B«tng hmben, gleiohinftfiig. 
Dftnn hftl, www ^^' der Ko«ffisietit von m" in P,(«) ist, die Summe 

nir J»d«n Wert TOD fi «inen beatimmtan eodliohen Wert, der mit 
4^ Duelahnet werde, und ee lUt noh seigen, dafi für Jedoi Wert 
1 und kleiner ab S' 

und die Qleiohung 

Veientra, Hathemetieohe Werk^ Berlin 1895. Bd, n, 
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bfldeten Ausdrücke der beiden obenstehenden Fonnen 
lassen sich in dieser Weise in Potenzreihen entwickeln; 
ihr gemeinsamer Konvergenzbereich ist ein £[reis, dessen 
Pmpherie durch den nächstgelegenen der Punkte (9) geht. 
2. Die Summen 



ii=+oo 



Ms+OO 



^{u + nnf 



und 



«= -oo 



2^ \u + nn nll] 



«s-OO 



konvergieren in jenem Bereiche gleichmäßig, denn sie sind 
die analytischen Ausdrücke der Größen ii^(u) und ix{u) . 

Wir haben also in jedem Punkte u^ a des Bereiches 
8« eine Potenzreihenentwickelung 



(«) 



f»W = 5PÄ(ti-a), 



deren Konvergenzkreis durch die oben ausgesprochene Be- 
stimmung gegeben ist. 

In jedem Punkte der Beihe (9) hat die Funktion {«(t^) 
(A » 1, 2, . . .) einen Pol von der Aten Ordnung; die Ent- 
wicklung nach Potenzen von u — mll lautet 

imi uns davon zu überzeugen, brauchen wir nur aus den 
Bdhen (8) bzw. (38 a) das eine Glied herauszunehmen, 
wdches für u^mll unendlich wird; auf die übrigen 
Glieder der Eeihen und ihre Summen können wir dann 
wieder die Schlußweise anwenden, welche für die ur- 
sprfin^chen Beihen und einen regulären Punkt zu dem 
Besnltat (43) geführt hat*). Wir fassen das Vorstehende 
zusammen in der Aussage: 



*) Handelt es sich etwa darum, die Funktion ^^ (u) nach Po- 
tenzen von u zu entwickeln, so achreiben wir 



^j(tt) = f- lim 



u 



lllj = 00 






"(■+11^) 



m 



« — + lim 



ffl} = 00 



j^ \m 7/ m 



^n*^ m*n* m*n*^'i 
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Sämtliche Funktionen f^W (^=1? 2, . . .) sind in jedem 
"beliebigen Bereich 8„ meromorph*). 

Belationen zwischen den yerschiedenen Funktionen §hiü)» 

13. Die absolut und gleichmäßig konvergierenden 
Beulen (8) und (38) können auf jedem innerhalb Ä„ ver- 
laufenden, die Punkte (9) vermeidenden Integrationswege 
gliedweise integriert werden. Wenn wir sie gliedweise 
differenzieren, so entstehen Eeihen von der Form Sh(u) 
(Ä > 1) , welche also gleichmäßig konvergieren und somit die 
Differentialquotienten der EeUiensumme darstellen. Auf 
diesem Wege gelangen wir zu der folgenden allgemeinen^ 
Relation zwischenden FunTctionen f ^ W /^^ verschiedene Indizes 

(45) I, (u) ^-^^^ .^[^M. 

(Ä = 1 , 2 , . . . ) 

im besonderen können also sämtliche Sn{u) aus der Funktion 
•li(w) durch Differentiation abgeleitet werden. 

(*^) ^»^'*) = 1.2.. ...(Ä-i) -ih?^^ ' 

Es mag hier die Anmerkung Platz finden, daß wir 
die Konvergenz der Eeihe (38 a), unter Umgehung der in 



Die Anfangsglieder der gesuchten Entwickelung sind demnach 

^i (1*) = - - ^ ti - -^ U » - . . . , 

wenn zur Abkürzung 

-^^ m 
«1=1 

gesetzt wird. 

*) Wir sagen von einer Punktion, sie sei meromorph in 
einem gewissen endlichen Bereiche, wenn sie in diesem Bereiche 
eindeutig ist und sich in der Umgebung eines jeden seiner Punkte 
in eine Fotenzreihe entwickeln läßt, welche höchstens eine end- 
liche Anzahl negativer Potenzen enthält. 

Besitzt eine Funktion diese Eigenschaften für jeden endlichen 
"eich, so nennen wir sie unbeschränkt meromorph. 
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Nr. 10 durchgeführten direkten Untersuchung, mittelbar 
ans der Tatsache erschließen können, daß die Eeihe 



n= +00 



(47) 



f2(«)-i=>'' 



n=-oo ^ ' ' 



zwischen den Grenzen und u gliedweise integriert werden 
darf, sofern der Integrationsweg keinen der Punkte u=^ nll 
berührt; es ergibt sich so: 



n=+oo 



y n=-oo ^ • 





eine Beihe, welche wieder gleichmäßig und absolut kon 
vergieren muß; daher besteht die Beziehung 



(49) 







Periodizität 

14. Vermehrung des Argumentes einer Funktion ^j^{u) 
ttwi ganzzahlige Vielfache der Größe +11 ändert den Wert 
der Funldion nicht: die Funktionen h{u) sind periodisch 
wo der Periode 11. 

Pur Ä > 1 erkennt man dies unmittelbar aus der Gleichung 



m 



n= +00 



ik{u ±m = y. 



J^^ [« + (n ± 1) //]* 

^2d [«+(« + 1) li] 

n±l= -c» '- ' \ -L, / J 

för Ä == 1 hat man : 
(51) |j(^, + 77)= ^ 



h 



= h{u) ; 



+^ \u+{n + \)II nn] 



u + n ^^ l w + ( 



n= -oo 



(52) 



^i(")-„ +^ {«+{»+ 1)17 (»+i)/7r 
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In (51) bezeichnet der Akzent an dem Summenzeichen 
die Ausschließung des ' dem Index n = entsprechenden 
Gliedes, in (52) die Ausschließung des dem Index n = — 1 
entsprechenden Gliedes. Deuten wir nun durch einen 
doppelten Akzent an, daß beide Werte des Index gleich- 
zeitig ausgeschlossen sein sollen, so können wir den Aus- 
drücken (51) und (52) folgende Gestalt geben: 



(51a) 



+ 



n= +00 

H= -OO 



fc 



(52 a) 



+ (n + l) 
1 



n nDf' 



1 



^i(^) = -W + l + ü + n 



n=+oo 

+x 

• = -OO 



/ 1 L_l. 

\u+{n + l)n (n + l)17| ' 



um die Differenz dieser beiden Ausdrücke zu bilden, dürfen 
wir, da die Summen rechts absolut konvergieren, Glied 
von Glied subtrahieren; auf diese Weise ergibt sich 



(53) 



n=+oo 



f,(« + i7)-li(«) = = --i. V" 



n n ^ n(n + l) 



n=oo 



__^ "V 



woraus die zu beweisende Identität 
(54) fi(w + 77)~fi(i*) = 

folgt, denn es ist 

1 



nsoo 

V 



j^\n n + lJ 



;^n(n + l) ^^^ 

=l-i+i-i+i~ 



= 1 . 



Homogeneität. 

15. Wenn wir die Funktionen ^i^{u) als Funktionen 
der beiden Argumente u^ 11 auffassen und dies durch 
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die Bezeichnung h{uj ü) andeuten, so haben wir, auf 
Grund der analytischen Ausdrücke (8) und (38) die Identität 

(55) Skiiu, Aff) = A-*.f*(t*,i7), 

d. h. 

JOie FttnkUanen lik(ti, H) sind homogen in u und 11 
vom Orade —h. 

Setzen wir in (55) 

Q 

X= — 
>t jj , 

wo Q eine ganz beliebige Größe bezeichnet, so ergibt sich 
die Beziehung 

(56) hiu r H) = {fff. f» (^ u , ö) , 

welche für &»1, 2, ... gilt und eine Verknüpfung 
zwischen den mit verschiedenen Werten der Periode H 
gebildeten Ausdrücken der Form (8) bzw. (38) herstellt. — 



(57) 



Gerade nnd ungerade Funkttonen. 

16. Es ist 

1 (-1)* 



[-tt + m/7]* [u + {-m)nf ' 

^^^^ —u + mn ~^ini^'^[u + {-m)n "" (-m)i7r 

folglich haben wir, da in den Summen (8) und (38) der 
Index alle positiven und negativen ganzzahUgen Werte 
annimmt, die identische Relation 

(59) h{u) = (-l)*fÄ(~v) ; (Ä = 1, 2, . . .) 

femer ergeben sich, auf Grund der Formeln (57) und (58), 
fnr ungerades h die speziellen Werte 

(60) [^""■^^(''^-^Lo^^' 

(61) |,„;i(y) = 0. 
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Eine besondere Eigenschaft. 
17. Es BoU jetzt der Satz bewiesen werden: 
Wenn man die Variahle « = «'+*«" in der Weise ins 
ünen^iche gehen laß, daß der reelle BesUmdteil u' inner- 
Aafl) endlicher Grenzen variiert, während die Größe «" po- 
sitiven hew. negativen unendlich großen Werten zustrebt, so 
konvergiert 

die FunTction f, (w, 1) gegen —ni bzw. +^i , 

während die FunMionen fj{« , 1) für A > 1 in beiden FäUen 
gegen SuU leonvergieren*). 

Beschäftigen wir uns zunächst mit .der Funktion 
fj(ii, 1), so haben wir folgenden ÄuBdrnck zu nntersnehen ; 



Um Um , „ 1- 



(62) 



+ •■■+- 



'+»u''+»»jj' 



Vobei zu bemerken ist, daß die Beihenfolge der beiden 
OreDznbergänge nicht amgekehit werden darf. 

Bie OröBen 
(63) «'+ »w"4- n (n = — m, . . ., —1, 0, +1, . . ., +»t) 

bilden eine arithmetische Progreesion mit der Differenz 1 ; 
der kleinste unter den Modnln 



(64) |«'+»u"+n| = j/(«'+n)« + «"* 

wächst aber alle Grenzen, wenn \n"\ anendUch groß wird. 
N'nn kCnnen wir, anf Ornnd der im ersten Kapitel, 
St. 4 gewonnenen Besnitate, setzen 

._.. I «'+»«"— m ■" u' + iu" + m 

1 , ii'+iu"+m , , , 



!>er Leser, welcher die zweite Hfilfle der Nr. 4 über- 
hat, mOge eich damit begnügen, den Sinn der beiden 
in Nr. 17 eich anzueignen, 'Das Studium des Beweises 
er zweiten Lektüre Torbehalten bleiben. 
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wo t(u, m) eine Größe bezeichnet, welche zunächst natür- 
lieh von m abhängt, deren Modnl aber für jeden (auch 
nnendlicli großen) Wert von m nnter eine beliebig kleine 
positive Zahl e herabgedrückt werden kann, wenn der 
kleinste unter den Modnln (64) über alle Grenzen wächst, 
80 daß also 



(66) 
ist. 

(67) 



lim 



tt" = oo 



lim [t{u , m)]] = 



m^oo 



.0 



Der Ijogarithmns 



log , ■ . ,, 

u + tu — m 



bedeut-et den Zuwachs, welchen die logarithmische Funktion 
erfährt, ^wenn ihr Argument auf einer geraden Linie vom 
Punkte u'+iu'^—m bis zum Punkte u'+iu^'+m oder 



vom Punkte 1 bis zum Punkte a« = 
bewegt. Nun ist 

(68) 

wenn 

2{u'^ + u"^-u'm) 



u' + iu^' + m 



u' + iu 



ff 



m 



sich 



(69) 



Äm = 



{u' - mY + u''^ 



(K 



n 



1u"m 



(w' - m)2 + u"^ 



gesetzt wird. Sowohl ai» als a^ konvergieren für w = op 
gegen Null, der Punkt a^ rückt dem Punkte — 1 unbegrenzt 
nahe. Der Grenzwert des Logarithmus ist also +jr* oder 
—ni^ je nachdem der Punkt a,„ von der positiven oder 
n^allven Halbebene her an den Punkt —1 heranrückt, 
d. h. je nachdem das Vorzeichen der reellen Größe a» 
schließlich positiv oder negativ ist; das Vorzeichen von äü 
ist aber dem Vorzeichen von u" entgegengesetzt gleich. 
Wir finden daher 



(70) lina lOg-T^y-,^— ={ 



für 
für 



<0' 



u 



also 



iPi) 



. // 



= lim 

«"=±00 



lim 



lim [f 1 (u^-^- iu , 
«"=±00 



1)] 



=ooW -hiu^'—m 



u^+iu'^+m 



= -]r7Z 
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Die Aussage, welche unser Satz über die Funktionen 
ft(u, 1] (A ^ 2) macht, wollen wir hier nicht beweisen, 
einerseits weil wir von dem Besultat nicht unmittelbar 
Gebranch machen werden, andererseits weil der Beweis 
auf denselben Gnindla^^en ruht wie der soeben durch- 
geführte, und daher dem Leser überlassen wwden darf. — 

Der Satz dieser Nummer kann leicht auf ^-Funktionen, 
mit beliebiger Periode 11 übertragen werden: 

Wenn man die Variable u ~ «'+»«" in der Weise 
ins Unendliche gehen läßt, daß der reelle Bestandteil der 
Größe 

, . „ «' + t «" 

innwhaß> endlicher Qrenxen variiert, während die Größe v" 
positive bzu). negative unendlich große Werte annimmt, so 

kowoergiert die Funiction £i (« , IT) gegen = bzw, + -=- , 

loährend die Funktionen 

f»(«, 77) {für A^2) 

in beiden Fällen gegen Nvü konvergieren. 

Zum Beweise operiert man entweder direkt mit dem 
analytischen Ausdruck, w;ie es vorhin geschehen ist, oder 
man bringt das Resultat des ^Bten Satzes in Verbindung 
mit der in (55) enthaltenen Belation 

(72) f*{i>,l) = 77».f,{77f7,77). 

Wir brauchen das nicht näher auszuführen. 



Drittes Kapitel. 
Untersnehnog gewisser zweistrahliger Frodakte. 

Einleitung — dne AnaloKle. 
i. Bei der Bildung der unendlichen Summen, welche, 

m ihre Konvergenz bewiesen war, ziu' Definition der 
onen ^»{m) (ä = 1 , 2 , 3 , . . . ) verwandt wurden, 

wir uns (v^. Nr. 9) von einer Analogie leiten lassen, 
wird bei unseren späteren Untersuchungen als recht 
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tiefgehend erkannt werden. Bis jetzt beschränkt sie sich 
lediglich auf eine formelle Yerallgemeinerang der Summen, 
welche hei der Partialbruchzerlegung einer rationalen Funk- 
tion auftreten. Es liegt nahe, nun auch die Konstruktion 
von Ausdrücken zu versuchen, welche in ähnlicher Weise 
eine Verallgemeinerung der anderen Form darstellen, in 
der die rationale Funktion als Quotient zweier ganzer 
rationaler Funktionen erscheint. Die ganze rationale Funk- 
tion als Polynom hat ihre Verallgemeinerung in der un- 
endlichen Potenzreihe; als Produkt von Potenzen linearer 
Faktoren leitet sie zu der Konstruktion unendlicher Pro- 
dukte über, welche den Gegenstand dieses Abschnittes 
bilden soll. 

In der Nennerfunktion yj{u) der linken Seite von II, (1) 
treten 

die Ui Linearfaktoren u — ai in der ersten Potenz, 

die n, Linearfaktoren u — a^ in der zweiten Potenz, 

aügemdn: 
die fii Linearfaktoren u — ajf^ in der < -ten Potenz auf: 

2 



V(ti) = const. X / / (« — oci) 





Ij(^-o . 



Die Produkte JT{u — af) nun sind es, die wir yer- 

allgemeinem wollen, indem wir, wie bei der Konstruktion 
dei Summen n, (5) die Annahme machen, daß die Oröflen 
»f eine zweistrahlige arithmetische Beihe 

^den. 

Wir betrachten aber nicht das unendliche Produkt 
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welches ganz gewiß nicht konvergiert, da seine Faktoren 
mit n ins Unendliche wachsen, sondern das Produkt 

(2) (u - «) JJ' (l - ^?^) = P(« - «) •), 



n= -CX3 



welches, wenn es wirklich, eine Funktion von u definiert}, 
die Elemente der zweistrahligen arithmetischen Eeihe (l) 
als l^ullstellen besitzt. 

Definition der Funktion oiu) • 
19. Satz: Das Produkt 



n=— oo 



konvergiert nicht absolut; es konvergiert aber hei geeigneter Art 
der ProduMbildung gleichmäßig für jeden endlichen Bereich 
der Variablen u; und zwar strebt da^ Produkt 

(4) ^^'W = «-II'(i-;ii) 

für unendlich wachsende l und r einem Grenzwerte dann und 

r 
nur dann zu, wenn der Quotient y einem von Null ver- 

V 

schiedenen endlichen Grenzwerte zustrebt; der Grenzwert des 

Produktes (4) fällt verschieden aus für verschiedene Grenz- 

r 
werte des Verhältnisses j . 

V 

Wir haben in Nr. 3 ein Produkt 11(1 + Vn) absolut 

n = oo 

konvergent genannt, wenn die Eeihe ^|vn| konvergierte; 

u ""^ 

in dem vorliegenden Falle ist Vn = — ff zu setzen, und da die 

n=oo n II n = oo I , 

Eeihe > — divergiert, so kann die Eeihe y ' ' , 
^^^ n -Ä^ n\IJ\ 

n=l n=l ' ' 



*) Anmerkung. Der Akzent an dem Produktzeichen 77' 
itet wieder, daß dex Wert n = des Index ausgeschlossen 
-^ll. 
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nicht konTergent sein; es ist damit bereits der erste Teil 
unserer Behauptung bewiesen. 

Da also das Kriterium der absoluten Konvergenz 
versagt, so müssen wir das Produkt (4) direkt untersuchen, 
um die !Frage der Konvergenz zu entscheiden und den 
Einfluß der Summierungsweise festzustellen. 

Für r > Z ist 

(0) Pi''W = PiW-P2W, 

wenn 

(6) ,.(.) = .(,-^)(l_j^).....(x_^) 

und 

(7) p3(«) = (l_^^-JL_)(i__^).....(l__^) 

gesetzt wird. . 

Was nun zunächst den ersten Bestandteil Pi{u) he^ 
trifft, so geht dieser für l = oo, nach der in Nr. 3 ge- 
gebenen Definition, in ein absolut konvergentes Produkt 
über, da die Eeihen 

n=oo f>=soo I |- 

n=l n=l ' ' 

konvergieren; wir setzen daher 

(9) Ji^H'iW] = «(«) = « J7(i-;i^) 

nnd richLten unser Augenmerk auf den anderen Faktor p^ (^) • 
In dieser Absicht stützen wir uns auf eine Identitäti 
w^cbe sich mit Benutzung der Exponentialreihe gewinnen 
läßt, und für jedes positive ganzzahlige m gilt; 



(10) 



(1-— ) 
\ mW 



^mn 



/ 1\ 1*2 7 1 1\ t^* 
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wenn 

(12) e„(«) '^ + ^^ 



+ ...+ 



u 



h-t 



h (ä-2)!j»»-«/7»-* 
gesetzt wird. Offenbar ist 

(13) |€^(ti)|<e'«l^l<6l^^l. 

Auf Grund der Formel (11) erhalten wir nun 



4- 



(14) 



P.W=JT(l-^) 



ti / 1 1 1\ 



m=r 



TT(i «' • gm(«)\ 



Nach (13) liegen die Moduln der Koeffizienten 



/J2 



unterhalb einer angebbaren positiven Oröße a, wie groß 
auch die Zahl m gewählt sein möge. Infolgedessen ist 
(vgl. das Beispiel am Schluß von Nr. 3) das Produkt auf 
der rechten Seite von (14) ein Stück eines absolut kon- 
vergenten Produktes und kann daher dem Werte 1 dadurch 
beliebig nahe gebracht werden, daß l hinreichend groß 
angenommen wird; an dieser Tatsache wird nichts ge- 
ändert, wenn die Anzahl r — l der Faktoren über alle 
Grenzen wächst. Die in dem Exponentialfaktor der.Formel 
(14) auftretende Summe konvergiert, wie wir in Nr. 4 ge- 
sehen haben, für unendlich wachsende l und r gegen den 



Grenzwert 



■«»(t). 



sofern der Quotient y einer von Null 



verschiedenen Größe zustrebt ; unter dieser Bedingung ist also 



(15) lim \p2 {u)] =» lim 



^•"(t)] . um b 






Unter der Annahme Z > r wären wir durch die ent- 
sprechenden Schlüsse zu demselben Eesultate gelangt. 
Demnach haben wir stets 



(16) 



Um[P+r(w)] = o(t*).lim 



U 



m ' 
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und es ist damit unser Satz auch in seiner zweiten Aus- 
sage bewiesen*). Setzen wir, wie in Nr. 11, (35) und (36), 

fest, daß lim (— ] = 1 sein soll, so konvergiert das Pro- 

l,r=oo\r/ 

dukt (4) selbst gegen die Funktion o(u) , tcelche in Formel (9) 
durch ein für jedes endliche u gleichmäßig konvergierendes 
einsträhliges Produkt dargestellt erscheint. 

Wie wir uns in Nr. 11 bei der Definition der Funk- 
tion fi(tt) von der Bestimmung über die Art der Summen- 
bildung frei machen konnten, indem wir von der Definition 
(38) zu (38 a) übergingen, d. h. von jedem Gliede der 
Summe (27) ein konstantes Olied subtrahierten, so können 
wir auch hier die Festsetzung über den Grenzwert des 
Verhältnisses l : r überflüssig machen, indem wir jeden 
Faktor des Produktes (4) mit einer gewissen GröBe multi- 
plizieren. 

Büdet man nämhch statt (4) das Produkt 

(17) e^r(«) = «.jf'{(l-^).e^}. 

BD erhält man statt (5) die Gleichung 

(18) Qtl{u) = vM'i%{u)\ 

worin ^1(1*) dieselbe Bedeutung hat wie in (6), während 

ZU setzen ist. Aus (11) folgt dann 



m=r 






U 



*) Wenn der reelle Bestandteil des Quotienten -jj negativ 

ist^ konvergiert die Größe (15), und damit das Produkt (4)> unter 
der Ai]aiahme 

T 



lim 

;, r=oo 



l 



= 



g^en den Grenzwert Null. Diese Möglichkeit aber hat für uns 
kein Interesse. 

Boehm, EUiptische Funktionen I. 4 
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dieses Produkt kommt, wie wir yorhin gesehen haben, f üi* 
hinreichend groSes { und jedes r>l dem Werte 1 beliebig 
nahe, nnd wir haben also, ohne eine Beziehung zwischen. 
r und { festzusetzen, 

(21) Um [Qt[{u)] = Um [p,(u)] = o(u) . 

Sofern wir nur festhalten, daß die in geschweifte 
Klammern eingeschlossenen Faktoren bei der Produkt- 
bildung nicht auseinander gerissen werden dürfen, ist das 
unendUche Produkt 

11=: — OO 

absolut und unabhängig von der Art der Produktbildunff 
Jconvergenl*); während die Grenzwerte des Produktes (3), 
auch wenn sie existieren, sich durch verschiedene Faktoren 
voneinander unterscheiden, je nach der Art, in welcher 
die Produktbildung ausgeführt wurde. 

Wir haben also in (22) eine zweite Darstellung der 
Funktion pi{u) und können setzen: 

(9a) lim[p,{u)] = o{u) = u • JJ'{(l - ~jj) • e^} • 



n= — OO 



Dieser Übergang von (9) zu (9 a) ist wiederum nur eia 
besonderer FaU eines umfassenden Theorems, welches voa 
Weierstraß**) aufgesteUt worden ist. 

Zusammenhang der Funktion oiü) mit den im yorhergehenden 

Kapitel definierten Funktionen« 

20. In der vorhergehenden I^ummer haben wir die 
Funktion o{u) direkt durch ihre ProduktdarsteUung defi- 
niert. Wir hätten auch, von der Funktion ^^{u) ausgehend, 
durch Integration zu der Funktion o(u) gelangen können; 

*) Anmerkung. Die absolute Konvergenz des Produktes (22) 
kann man auch direkt nachweisen, indem man die Faktoren 

|fl — ^^)«"^[ *«f ^iö Form 1 + vn bringt. 

**) Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, 
eierstraß; Mathematische Werke, Berlin 1895. Bd. 2. 
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die Satze, welche für die Integration gleiöhmäßig kon* 
yergenter Funktionalreihen gelten, hätten dann die fär die 
Produkte (4) und (17) angeBtellten Konvergenzbetrachtnngen 
entbehrlich gemacht. Wir wollen nun nachträglich diesen 
wichtigen Zusammenhang der Funktionen (i{u) und o{u) 

aufdecken, indem wir die Funktion fi(u) von der 

u 

unteren Grenze u = bis zu einer variablen oberen Grenze u 

int^rieren, auf einem Integrationswege, welcher keinen 

der Punkte 

(23) u = ±vn (v = l,2, ...) 

berührt. 

Geben wir von der in 11, (38 a) gegebenen Form aus, 
so erhalten wir: 

•/ 11= — oo 

O 

oder, indem wir unter dem Summenzeichen n durch — n 
ersetzen: 

(25) y*(f.(«) - l) du =2^1og{(l - ^) . e^} . 







Diese Eeihe muß für jedes u des Bereiches 8u (vgl. 
Nr. 10 u. f.) konvergent sein, da wir sie durch Integra- 
tion aus einer in 8u gleichmäßig konvergierenden Eeihe 
erhalten haben; machen wir nun von der Formel 

n=+oo / n=-fe o 

(26) ^ log a„ = log [ ]~[an 

n=:»oo \n=-oo 

Gebrauch, welche stets gilt, wenn die links stehende Beihe 
konvergiert, so erhalten wir mit Eücksicht auf (9 a): 

du 



(27) 






441 
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Wenn wir von der Darstellung II, (38 b) ausgehen und. 
diese mit der Formel (9) des gegenwärtigen Kapitels ver- 
binden, so ergibt sich in derselben Weise 



(28) 



|(f,(«)-i)d«=^log(l-^) 



/ n=oo 



{-Mm-^))-^m- 



(29) 
(30) 



Es ist also: 

o («) = «• e** 
d log (o{u)) o'{u) 



du 



o(u) 



= fi(«) ; 



(31) ^*log(o(«)) ^i.2.....(^-l).(-l)»-i.|,(«), 



du^ 



vgl. II, (46) 



Analytischer Charakter der Funktion o(u) , ihre Nnllstellen. 

21» Aus der Darstellung (29) erkennt man, daß die 
Funktion o{u) in der Umgebung jedes endlichen Wertes 
von u regulär ist; denn die Funktion 



(32) 






hat, wie fi(w) , keine anderen kritischen Stellen als 



u 



die Werte (23); in der Umgebung einer solchen Stelle 
ist aber 



(33) 



z{u) = log {i-:^) + ?(« - »'^) , 



wo ^(« — vü) eine nach Potenzen von « — vll fort- 
schreitende reguläre Entwickelang bezeichnet, also 



(34) 



e«W = (l - -^) • e*(»- '^) = <Pi(tt - vD) 



r 
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ebenfalls eine nacli Potenzen von u >- vll fortschreitende 
konvergente Potenzreihe*). Daraus folgt: 

Die FunTctian o {v!) hat in der ganzen unendlichen Ebene 
den Charakter einer ganzen Funktionj sie ist unbeschränkt 
hhmarph. 

Die dnrcli (34) gegebene Entwickelnng beginnt mit 
der ersten Potenz von u — vll; Z{u) hat keine anderen 
ünendlichkeitsstellen , folglich e^(") keine anderen Nnll- 
stellen , als die "Werte (23). Demnach können wir, auf 
Gnmd der Formel (29), das Ergebnis feststellen: 

Die Funktion o{u) hat für die Werte 

(35) u = 0, u=^±vn (v = l,2, ...) 

einfache NtMateUenj und sie hat keine anderen NuUsteUen. 
Für u = ist 

(36) ^WL = 1. 

u 

Die Funktion o(u) ist efaie ungerade Funktion. 

22. Die Funktion o{u) ist eine ungerade Funktion, d. h. 

(37) ' o(-w) = -o{u) . 

Dies ergibt sich unmittelbar aus einer der Dar- 
stellungen (9) oder (9 a), sowie auch durch Integration 
aus (30), vrenn zur Bestimmung der Integrationskonstanten 
die in (36) niedergelegte Tatsache benutzt wird. 

Periodizität. 

23. JOHe Funktion o{u) geht bei Vermehrung des Argu- 
mentes um die Qröße +11 in —o{u) über: 

(38) o{u±n) = -'0{u). 

*) Nach dem in dec Fußnote zu S. 37 abgeleiteten Resultate 
haben ^wir zu setzen 

u 

j[,M - i-) <!« = -^«« - 2^^-r«* - . . . 



o(M) = t4.c n* 2^* 

/7" ^ 2 /7* 
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Diese Eigenschaft können wir ebenfalls unmittelbar 
aus der Produktdarstellung (9a) entnehmen; wir können 
aber auch von der Formel (3Ö) ausgehen und zunächst; 
schließen: 

(40) o(«±/7) = *-o(«); 

zur Bestimmung der Konstanten k setzen wir w — T -^- 

und benutzen die Identität (37); es ergibt sich ^=»--1,^ 

w. z. b, w. 

Durch wiederholte Anwendung von (38) findet man: 
Dt 6 ¥unldion o(w) ist periodisch mit der Periode +2 IT, 

Homogeneität. 

24. Aus der Produktdarstellung der Funktion o{u) 
oder aus ihrem Zusammenhange mit der Funktion Si{u) , 
welche nach Nr. 15 homogen vom Orade —1 ist, ent- 
nimmt man, daß 

(41) o(luj i//) = Jl.o(tt, 77) 

sein muß, wenn X eine beliebige Konstante bedeutet. Wir 
sprechen dieses Eesultat so aus: 

Als Funktion zweier Variablen^ des Argumentes u und 
des Parameters 11 ^ ist die Funktion o{u) oder o(w, IT) 
homogen vom ersten Orade. 

Im besonderen ist also 

(42) o(te,/7) = ^.o(^te,fl). 



Eine Darstellung der Funktion o(u — a)* 
25. Infolge der Identität 
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ist für jedes Je 



(44) 






«=+* , . »=+* 



n=-k ^ ' n=>-i ^ 



und daher auf Orund der Defiuition (9): 

<**> . °^'=."s{||(}-.-^)}- 

Eine besondere Eigenschaft 

2ß. Wenn die Variable u in der Weise ins Unend- 
liche geMj daß der rßelle Bestandteil der Größe 

innerhalb endlicher Grenzen variiert, während die Größe v^' 
positive oder negative unendlich große Werte annimmt, so 
strebt die Funktion o{Uj 11) in beiden Fallen einem un- 
endlich großen Grenzwerte zu. 

Wir unterlassen es, . diesen Satz zu beweisen, da wir 
keinen Gebrauch von ihm machen werden. Seine Bichtig- 
keit wird sich mittelbar im nächsten Kapitel, Nr. 38 er- 
geben, wo der Zusammenhang der Funktion o{u) mit der 
Exponentialfunktion aufgedeckt werden wird. 

Viertes Kapitel. 

Grundziige einer allgemeinen Theorie der einfach 

periodischen Funktionen. 

Einleitung. 

27. Die im zweiten und dritten Kapitel behandelten 
analytischen Ausdrücke umfassen die gesamte Theorie 
der trigonometrischen Funktionen. Die wichtigste 
Eigenschaft der Funktionen Sk{u) und o{u), welche wir 
aus ihren Darstellungsformen ablesen konnten, war die 
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Periodizität. Indem wir den Begriff der Periodizität ent- 
wickeln und die Eesultate mit den analytischen Aus- 
drücken jener Funktionen in Verbindung bringen, werden 
wir die volle Bedeutung des in den vorhergehenden Ka- 
piteln niedergelegten Formelmaterials ans Licht setzen 
können. 



Erste Hälfte : Arithmetische Betrachtungen über Kongruenzen 

komplexer Zahlen. 

Definition der Kong;ruenz« 

28. Es seien 



(1) 



i n=n'+in 

\ e = ö' +iO" 



ff 
ff 



zwei komplexe Größen, deren Quotient keine reelle Zahl 
sein soll. Da 



(2) 



f J7_ {ji'^in"){ß'-id") 

n'd' + n"e" . n'd" - n"e 



ffd^f 



ist, so muß notwendig die Größe 

(3) A = n'e"-n"e', 

welche wir das Moment der Größen //, nennen, von 
iNTull verschieden sein, damit der imaginäre Bestandteil 

des Quotienten -^ nicht verschwindet; umgekehrt kann 

u 

man schließen: wenn A eine nicht verschwindende positive 

oder negative Zahl ist, so hat der Quotient -^ einen nicht 

verschwindenden negativen oder positiven Bestandteil. 

Jeder komplexe Wert u^u' +iu'' läßt sich linear 
und homogen mit reellen Koeffizienten a, 6 durch zwei 
gegebene komplexe Größen ZT, von nicht verschwindendem 
Momente ausdrücken; denn die Gleichung 

(4) u = an+be 
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ist befriedigt, wenn die beiden reellen Gleichungen 






66 sind; notwendige und hinreichende Bedingung für deren 
Auflösbarkeit ist aber, daß ihre Determinante, welche nichts 
anderes ist als das Moment A der Größen 11^0, von Null 
yerschieden sei. 

Jede reelle Zahl läßt sich schreiben als Summe einer 
positiven oder negativen ganzen Zahl und einer positiven 
Zahl, welche kleiner als die Einheit ist; also 

a = a + m, h = ß + nj (0^a<l, 0^)8<1) 

worin m und n irgendwelche positive oder negative ganze 
Zahlen bedeuten; wir können daher der Gleichung (4) eine 
der beiden Formen 

(4a) u^ocn+bO + mn (0 ^ ä < 1) 

oder 

(4b) u = (Kn+ß0 + mn+ne (0^(X<1, 0^i8<l) 

geben, von denen uns die erste sogleich, die zweite in 
eineni späteren Abschnitte nützlich sein wird. Eine dritte 
Form der Darstellung, deren Möglichdeit man unmittelbar 
einsiebt, wäre 

(4c) u=^yn+d0 + fnn+n0. 

(~i<y^+i, -i<<5^+i) 

Die Differenz zweier komplexer Größen u und Uq ist 
selbst eine komplexe Größe und daher in jeder der 
Formen (4), (4a), (4b), (4c) darstellbar; wir haben also 
für zwei ganz beliebige komplexe Größen u , Uq stets eine 
Beziebung 

(6) u = UQ + an+h0 . 

. 

Betrachten wir in dieser Gleichung w^ , il, ö als un- 
veränderliche komplexe Größen, a und h als unbeschränkt 
variable reelle Größen, so nimmt u jeden beliebigen kom- 
plexen Wert an. Auch alle unendlich großen Werte von 
u sind in den Formen (4) bzw. (6) enthalten, wenn die 
reellen Zahlen a , b einzeln oder gleichzeitig aiif aUe mög- 
lichen Arten ins Unendliche wachsen. 
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Zwei u -Werte % , tij , welche sieh um ganzzahlige 
Vielfache einer komplexen Oröße 77 unterscheiden, heißen 
kongruent nach dem Modul i7, oder, wenn der Modul 
nicht zweifelhaft sein kann, schlechtweg kongruent. In- 
dem wir die iN'ull unter die ganzzahligen Vielfachen Ton U 
rechnen (0 = 0- 17), können wir sagen: 

Jede komplexe Zahl ist sich selbst nach jedem Modul 
kongruent. 

Wir bezeichnen die Kongruenz mit dem in der Zahlen- 
theorie gebräuchlichen Oauß sehen Zeichen 

(7) Ui ^ % (mod/T) ^ 

oder, wenn sich der Modul aus dem Zusammenhang er- 
gibt, schlechtweg 

(7 a) u^^u^ • 

Nach (4 a) ist jeder beliebige w-Wert einem Werie 
all+hö nach dem Modul // kongruent; dabei bedeutet 
wiederum (x einen positiven echten Bruch, h eine positive 
oder negative reelle Zahl und eine komplexe Größe, 
welche der Bedingung A ^0 genügen muß [vgl. (3)], sonst 
aber beliebig ist. Wir haben also: 

(8) u = ocn+h0 (mod/7). 

Genau in derselben Weise läßt sich die Gleichung (6) als 
Kongruenz nach dem Modul 11 schreiben: 

(9) u = uo^(xn+h0 (modiJ). 

Im besonderen ist jeder unendlich große Wert von u 
einem von den Werten u kongruent, welche wir ehalten, 
wenn wir in dem Ausdrucke an+b0 oder Uq + oc 11+ h ß 
die Größe a alle positiven Werte zwischen Null und 1, 
die Größe h alle positiven und negativen reellen Werte 
durchlaufen lassen. 

Repräsentation in der Zahlenebene. — Kongmenzenstrelfen. 

29. Indem wir die komplexen Größen in bekannter 
Weise durch Punkte der Gau ß sehen Zahlenebene repräsen- 
tieren, oder auch durch die Länge und Eichtung der Ver- 
bindungsstrecken (Vektoren) zwischen diesen Punkten und 
einem willkürlich gewählten Anfangspunkte, können wir 
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allen in der vorhergehenden Nummer erwähnten arith- 
metischen Beziehungen eine anschauliche Bedeutung geben. 

Zwei komplexe Größen, deren Quotient eine reelle 
Zahl ist, werden durch zwei in dieselbe Gerade fallende 
Strecken dargestellt. 

Zwei komplexe Größen mit nicht verschwindendem 
Moment sind durch Strecken verschiedener Richtung dar- 
gestellt, und zwar ist der absolute Betrag des Momentes 
gleich dem doppelten Inhalt des von beiden Strecken ein- 
geschlossenen Dreiecks. Wenn der Übergang aus der 
Eichtung von 77 in die Eichtung von durch eine Dre- 
hung um einen Winkel von weniger als 180® bewirkt wird, 
welche gleichsinnig ist mit der Drehung, welche von der 
Halbachse der reellen positiven Zahlen zu der Halb- 
achse der positiv imaginären Zahlen überleitet, so ist 
das Moment (3) positiv, im anderen Falle negativ. 

Die in (4) gegebene Darstellung besagt, daß jede vom 
Anfangspunkt der Zahlenebene aus gezogene Strecke auf- 
gefaßt werden kann als Diagonale eines Parallelogramms, 
dessen zwei im Anfangspunkt zusammenstoßende Seiten 
in die Bichtungen von 77 und 9 fallen. Die Bedeutung 
der Formeln (4 a), (4 b), (4 c) ist hiernach ohne weiteres 
klar. Um zu einer geometrischen Interpretation von (6) 
zu gelangen, braucht man nur den Anfangspunkt der 
Achsen in den Punkt Uq zu verlegen. 

Die Bildpunkte zweier kongruenter u -Werte heißen 
kongruente Punkte; die Verbindungsstrecke zweier nach 
dem Modul 11 kongruenter Punkte ist parallel der Eichtung 
von 77 und der Länge nach gleich einem ganzzahligen Viel- 
fachen der Strecke 77, 

Wenn wir in dem Ausdruck (xll+h6 den Ko- 
effizienten (X zwischen und + 1 , & aber unbeschränkt 
(reell) variieren lassen, so umfaßt er alle Punkte innerhalb 
eines Streifens der it -Ebene, dessen Begrenzung gebildet 
wird von zwei durch die Punkte und 77 gelegten, zu 
der Größe parallelen Geraden. Einen solchen Streifen 
nennen wir einen geradlinigen Kongruenzenstreifen 
für den Modul H. Statt durch die Punkte und 77 
können die begrenzenden Geraden auch durch zwei be- 
liebige kongruente Punkte Uq und Uq + 11 gezogen werden; 
die Punkte im Innern des Streifens sind alsdann die Bild- 
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Wir können nun eine unbegrenzte Eeihe von reellen 
irrationalen Zahlen fj , fg , fg , . . . , fn , . • • , die dem ab- 
soluten Betrage nach alle kleiner als ^ sein sollen , aus 
dem unendlichen Algorithmus 

-^gi+n, ~^9i + r^f — = ^3 + ^« » • • - » 



(17) 






bestimmen, worin mit g^ g^, fl^s > • • • j 9n-\ ? • • • positive 
oder negative ganze Zahlen bezeichnet sind. Setzen wir nun 

(18) n^^r^n^, n^^r^n^, ..., iTn = r„-2^n-i, 

so drücken sich sämtliche Größen /Tj , 11^, , . ,, /7„ linear 
und homogen mit ganzzahügen Koeffizienten durch 77, 
und 7/2 aus, z. B. 



(19) P3=^^i-ffi^* 



= -g, 77, + (1 + g, g^) R 



2 » 



andererseits ist 








(20) 77^ 


<i 


n. 


9 


(21) 


lin 


< 


1 

2n-2 



^4l<iiAj, 



Wir brauchen also nur n hinreichend groß zu wählen, 
d. h. den Algorithmus (17) hinreichend weit fortzusetzen, 
um zu einer Größe 77„ zu gelangen, deren Modul unter- 
halb einer behebig angenommenen positiven Zahl liegt, 
wie klein diese auch sein mag. 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Zweite Hälfte: Funktionentheoretische Betrachtungen. 

Definition der Periodizität und erste Folgerungen. 

31. Wenn eine Punktion der Funktionalgleichung 

(22) f{u + 77) = f{u) 

genügt, d. h. wenn sie bei Vermehrung des Arguments 
um die Größe 77 ihren Wert nicht ändert, so heißt sie 
periodisch; die Konstante 77 ist eine Periode der 
Funktion f{u). 
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Durcli wiederholte Anwendung der Funktionalglei« 
chung (22) erhält man: 

(23) A« + w/I) = A«)t (w==lf 2, 3, ...) 

d. h. die Funktion f{u) nimmt für alle Werte von u , 
wAche nach dem Modul 11 dnander kongruent sind (in 
allen kongruenten Punkten), denselben Wert an. — Ferner 
folgt ans (23): 

Jedes positive oder negative ganazahlige Vielfache einer 
Periode ist wieder eine Periode. 

Aus dem Begriff der Periodizität ergibt sich unmittel- 
bar die Tatsache: 

Wenn f{u) die Periode 11 besitzt^ so muß die Funktion 

q>{u) = f(a u + b) j wo a = konst. 4= , ft = konst, 

die Periode — besitzen, 

a 

Wird die Funktionalgleichung (22) nach u diff erentiiert, 
so liefert sie den Satz: 

Jede Periode einer Funktion f{u) ist zugleich eine Periode 
ihrer sämtlichen Ableitungen. 

Wir können ferner beweisen: 

Die Potenzreihenentwickelungen einer periodischen Funlc- 
tion in zwei kongruenten Punkten haben gleiche Koeffizienten 
und gleichen Konvergenzradius. 

Es sei nämlich die Entwickelung der Funktion f(u) 
im Punkte Uq gegeben in der Form 



(24) { (u- u^f {u - Wo) 

+ ^0 + ^l(« — Uq) + A^{U — UqY+...\ 

ihr Konvergenzradius sei r. 

Führen wir nun die Bezeichnungen ein: 

(25) M=^ti + m/7, Üq=^ u^ + mll , 
so ist 

M — «0 = lA — Wo 

und, wegen der vorausgesetzten Periodizität von f{u) 

m = m ; 
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wir können daher die obige Entwickelnng auch so schreiben : 

f(u) = jrJ^^ + . . . + t-^'-. 

+ Jlo + ^i(w — Wo) 4- Ai{^ — Wo)» + ... ; 

sie gilt in dieser Form für alle ü, welche der Bedingung 
genügen, daß 

|w — Mol <^; 

wir dürfen nun den Strich über dem u wieder weglassen 
und schreiben 



(26) { " ' {u-u^f {^-«*o) 

wenn wir nur für u die Bedingung festhalten: 

(27) \u-'üo\<r. 

Hiermit ist die Eichtigkeit unserer Behauptung dar- 
getan. 

Es gilt aber auch folgende Umkehrung: 

Wenn die Entwickelung einer Fimktian f{u) nach Po- 
tenzen von u — Uq dieselben Koeffizienten hat wie die Ent- 
wickelung nach Potenzen von u — ü^^ so ist die Differenz 
Mo — Wo ^*^^ Periode der Ftmktion f(u) . 

Seien (24) und (26) die beiden Entwickelungen, r der 
kleinste der beiden Konv^genzradien, welche wir von 
vornherein noch nicht als gleich ansehen wollen; aus (26) 
folgt: 

f{u + Üq — Uq) = 7- — =^ + • . . + "^ 



(u—Uof (w — Mo) 

+ Aq + A^{u — Uq) + ...j 

gültig für |m — Mol <r ; innerhalb dieses Bereiches können 
wir also zunächst setzen 

(28) f{u + üo-Uo)=f{u); 

durch analytische Fortsetzung läßt sich alsdann die un- 
!)schränkte Gültigkeit dieser Identität beweisen. 
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Mehrere Perioden, welehe fn rationalem Yerh&ltnls stehen. 

32. Aus den Sätzen der Nr. 30 lassen sich unmittel- 
bar die folgenden Eesultate gewinnen: 

Wenn eine Funktion f(u) zwei Perioden 11^ und U^ 
hesiiztj welche in einem rationalen VerhaUniese stehenj ohne 
daß jedoch die eine ein VielfoAihes der anderen tväre, so gibt 
es eine Periode U^ der Funktion f{u) y von welcher 11^ und U^ 
ganzzahlige Vielfache sind. 

Wenn eine Fwaktion f(u) zwei Perioden 11^ und U^ 
besitzt j deren Quotient reell, aber irrational ist, so besitzt s sie 
eine Periode von beliebig leleinem Modul. 

JEtine meromorphe Funktion Tea^vn nicht zwei Perioden 
besitzen j welche in einem reellen irrationalen Verhältnisse 
stehen. 

Denn da die Punkte, in welchen eine meromorphe 
Funktion denselben Wert annimmt , stets voneinander 
isoliert sind, so kann sie keine unendlich kleine Periode 
besitzen. 

Blnfaeh periodische Funktionen* — Elementarperioden. — 

Periodenstreifen. 

33. In diesem Buche wird nur von unbeschränkt 
meromorphen periodischen Funktionen die Bede sein 
(vgl. S. 38, Fußnote). Wenn wir nun unter dieser Ein- 
schränkung die Existenz mehrerer Perioden diskutieren 
wollen, welche sich nicht als ganzzahlige Vielfache einer 
einzigen Periode darstellen, so müssen wir die Quotienten 
der Perioden als komplexe Größen mit nicht verschwinden- 
dem imaginären Bestandteil annehmen. Die hierbei sich 
bietenden Möglichkeiten sollen im siebenten Kapitel aus- 
einandergesetzt werden. 

Zunächst befassen wir uns mit der anderen, dem 
Begriff der meromorphen Funktion nicht widerstreitenden 
Mögliclikeit, daß sämtliche Perioden aus einer einzigen 
Periode II durch Multiplikation mit ganzen positiven oder 
negativen Zahlen erhalten werden. Eine Funktion, für 
welche diese Voraussetzung zutrifft, nennen wir einfach 
periodisch mit der Elementarperiode 11. 

Der Modul der Elementarperiode ist offenbar kleiner 
als der Modul irgend einer anderen aus ihr abgeleiteten 
Periode. 

Boehm, Elliptische Funktionen I. ^ 
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Die Kongruenzenstreifen für den Modul 77 heißen 
mit Beziehung auf eine Funktion, welche die Periode U 
besitzt, Periodenstreifen, und zwar Elementar- 
periodenstreif en, wenn 77 Elementarperiode ist, und 
diese Tatsache durch die Benennung hervorgehoben wer- 
den soll. 

Der Elementarperiodenstreifen hat geringere Breite 
als jeder andere Periodenstreifen für dieselbe Funktion. 

Aus dem Begriff der Periodizität folgt unmittelbar: 

"Eine periodische Funktion nimmt aUe Werte, die sie 
überhaupt annehmen Ica^n, innerhalb jedes Periodenstreifens an. 

Da nun eine unbeschränkt meromorphe Funktion den 
Wert oo und auch jeden endlichen Wert mindestens ein- 
mal erreichen muß*), so können wir den Satz aussprechen : 

Ein^ wnbeschrämM m^omorphe periodische Funktion 
nimmt den Wert oo und auch jeden endlichen Wert min- 
destens einmal innerhalb jedes Periodenstreifens an. 

Auf Grund der Formel (8) dieses Kapitels und der 
von ihr gegebenen Interpretation können wir den Schluß 
ziehen: 

Eine periodische Funktion f{u) nimmt für u = oo jeden 
Wert an, den sie irgendwo innerhalb eines beliebigen 
Periodenstreifens annimmt. i 

Diese Bemerkung führt, in Verbindung mit dem zu- 
letzt ausgesprochenen Satze, zu dem Ergebnis: 

Ein^ periodische Funktion, welche unbeschränkt mero- 
morph ist, nimmt für w^oo den Wert oo und auch jeden 
endlichen Wert cm; sie kcmn daher in dem Ptmkte u^oo 
selbst nicht meromorph, also im besonderen keine rationale 
Funktion sein. 

Polarisierte Funktionen. 

34, Unter den Werten, welche eine periodische Funk- 
tion f(u) innerhalb des Periodenstreifens annimmt, sind • 
diejenigen von besonderer Wichtigkeit, welche wir erhalten, 
indem wir die Variable u innerhalb des Periodenstreifens 
ins Unendliche wandern lassen. Der Einfachheit halber 



*) Es gibt allerdings Werte (nach dem Picardschen Satze 
höchstens zwei), welchen die Funktion nur unbegrenzt nahe 
kommt. Diese Werte wollen wir hier und im folgenden mit 
einbegreifen. 
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beschränken wir uns auf die Betrachtung von Perioden- 
streifen , deren Begrenzung Ton geraden Linien gebildet 
wird. Wir stützen uns also auf die Formeln (8) bzw. (9) 
dieses Kapitels und erteilen der darin auftretenden Kon- 
stanten b unbegrenzt wachsende positive oder negative 
Werte. Die Größe 9 in jenen Formeln ist nur der einen 
Bedingung unterworfen, daß ihre Eichtung nicht mit der 
Eichtang von 11 zusammenfallen darf (Moment A 4= 0), 
der Buchstabe a. bezeichnet einen beliebigen positiven 
echten Bruch. Wird der Wert yon a festgehalten, während 
h über alle Grenzen wächst, so rückt die Variable u auf einer 
zu den Begrenzungslinien des Periodenstreifens parallelen 
Geraden in die Unendlichkeit; um den allgemeinen Fall 
zu erhalten, müssen wir zulassen, daß a zwischen den 
Grenzen und 1 variiert, während 6 wächst. 

Wenn unter den angegebenen Verhältnissen der Aus- 
druck 

(29) fiocn+hO) 

für b = +cx> und für h = —oo gegen bestimmte endliche 
oder unendlich große Werte konvergiert, so bezeichnen 
wir diese als die Polärwerte*) der Funktion /*(«), und 
zwar unterscheiden wir einen nördlichen*) und einen 
südlichen*) Polarwert. Diese Terminologie beruht auf 
folgender Vorstellung: Wenn die Eichtung der Periode JT 
als Bichtung von Westen nach Osten angesehen wird, so 
wandert die Variable u entweder in der nördlichen oder 
in der südlichen Halbebene nach der Unendlichkeit. Liegt 
die Richtung von 9 zu der Richtung von II wie die 
Eichtung von Süden nach iN'orden zu der Richtung von 
Westen nach Osten, so erhalten wir den nördlichen Polar- 
wert für Umh = +oo , den südlichen für limfe = — oo . Liegt 
aber die Richtung von 9 zu der Richtung von 77 wie die 
Richtung von N^orden nach Süden zu der Richtung von 
Westen nach Osten, so erhalten wir den nördlichen Polar- 
wert für lim& = — oo , den südlichen für lim& = +c» . Der 
erste dieser beiden FäUe tritt ein, wenn das Moment 
A = II'9" — 9'n^' positiv ist, der zweite, wenn das Mo- 



*) Anmerkung. Die Benennungen sind von M^ray angegeben 
worden (Le^ons nouveUes sur Tanalyse infinitesimale, tome 11, 
no. 264. Paris 1895). 

5* 
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ment A negativ ist (vgl. Nr. 29). In jedem Falle be- 
zeichnet also der Grenzwert des Ansdmckes (29) den nörd- 
lichen Polarwert dann, wenn das Produkt 

(30) 4.Um6 = +c» 

ist, den südlichen Polarwert dagegen, wenn 

(31) 21- lim» ^ oo 

ist. Erinnern wir uns an die Formeln (2), (3) dieses Kapitels^ 
so können wir die beiden Falle auch so unterscheiden: 

Je nachdem der Quotient -jj für hinreichend großes 

l^l stets positiven oder negativen imaginären Bestandteil 
hat, strebt der Ausdruck (29) dem nördlichen oder dem 
südlichen Polarwerte der Funktion /"(w) zu. 

Eine einfach periodische Funktion, welche in beiden. 
Bichtungen Polarwerte besitzt, heißt polarisiert. 

Die nachstehende Fig. 4 bringt die Lagenverhältnisse 
für positives und negatives A zur Anschauung. 




tJLfO 




uJT 



A>o 



Fig. 4. 



A<o 



Ohne das Problem einzuschränken, dürfen wir bei 
Untersuchung der Polarwerte stets annehmen, dafi die 
Bichtung von 6 senkrecht zu der Bichtung der Periode 11 
stehe. Ist nämlich der Vektor 6 schief gegen den Vektor U 
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gerichtet, so können wir stets zwei reelle Zahlen ^, d so 
bestimmen, daß 

ist, worin H eine komplexe Größe bezeichnet, deren Bichtnng 
senkrecht zn der Bichtung von 11 
steht (vgl. Fig. 5); die Formel (8) 
geht dann über in: 

v= {(x + by)n+1>dH (mod/7). 

Da nur die Kongruenz nach dem Mo- u 

dnl U in Frage kommt, so können 

wir den Koeffizienten (x + by stets 

durch eine reelle Zahl oc^ ersetzen, 

welche zwischen und 1 liegt und 

innerhalb dieser Grenzen variiert, während h über alle 

Grenzen wächst. 




Fig. 6. 



Polarwerte der Funktionen e^y §h(ü) , o(u). 

35. Die Polarwerte der Exponentialfunktion f{u) = e"*, 
welche die Periode ü» 2 jri besitzt, erhalten wir, indem 
wir in dem Ausdruck 

(worin 0' von Kuli verschieden sein muß, da sonst das 
Moment der Größen 6 imd n=^2jii gleich I^ull wäre) 
die reelle Zahl h positiv oder negativ unendlich werden 
lassen; da 6' positiv angenommen wird, so erhalten wir 
im ersten Falle den südlichen, im zweiten Falle den nörd- 
lichen Polar wert; denn 



bd 6(Ö' + *Ö'0 &Ö'' 



bO' 



n 



2ni 



— i 



2n 2 7t 



ÜSTun ist der absolute Betrag von ^^»'f + b^* für jeden 
Wert von.« und auch für unendlich große Werte von b 0'^ 
gleich 1 , die reelle Größe e^^ aber gleich oo für & ö' = +oo , 
gleich für ft ö' = — oo ; sonach ist für e^ 

der nördliche Polarwert gleich Null, 

der südliche Polarwert gleich cx>. 
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Nach dem Satze Nr. 17 sind die Funktionen f^M sämtlicli 
polarisiert, und zwar ist für Si{u) 

der nördliche Polarwert gleich —jii, 
der südliche Polarwert gleich +^i, 

während für alle f^W ß > 1) beide Polarwerte gleicli 
Null sind. 

Die Funktion o{u) ist nach Satz Nr. 26 gleichfalls 
polarisiert, ihre beiden Polarwerte sind unendlich. 

Darstellung meromorpher, einfach periodischer, polarisierter Funk- 
. tionen mit Hilfe der Exponentialfunktion, 

36. Jede rcLlionale Funktion 2i(e*") der ExponentiaZ- 
funlction e"" ist einfach aperiodisch tmd polarisiert. 

Beweis: Daß die Funktion B die Periode der Expo- 
nentialfunktion besitzen muß, ist klar; daß sie keine 
andere Periode als diese besitzen kann, folgt aus der be- 
kannten Eigenschaft einer rationalen Funktion B{w)j nur 
für eine endliche Anzahl verschiedener w denselben Wert 
annehmen zu können. Eine rationale Funktion B{w) 
nimmt ferner für jeden endlichen Wert von w und für 
«7 = c» einen bestimmten Wert (eventuell den Wert oo) 
an, also auch für die beiden Polarwerte (vgl. Nr. 35) 
und c» der Exponentialfunktion; die Werte B{0) und. 
B{(x>) sind aber, nichts anderes als der nördliche und süd- 
liche Polarwert der Funktion B{e^^). 

Die Exponentialfunktion nimmt jeden Wert w einmal 
und nur einmal innerhalb eines Elementarperiodenstreifens 
an. Eine rationale Funktion B{w) nimmt jeden Wert A 
genau m-mal an, wenn m die Ordnung der rationalen. 
Funktion ist. 

Aus diesen beiden Tatsachen kombinieren wir den Satz : 

Eine aus der Exponentialfunlction &*^ ration^ü zusammen- 
gesetzte einfa/ih periodische Funlction jB(e**") nimmt jeden end- 
lichen Wert und den Wert oo innerhalb des Periodenstreifens 
gleich oft an, und zwar m-mal innerhalb des Elementar- 
periodenstreifens, wenn m die Ordnung der rationalen FunJc- 
tum B{w) bezeichnet. Diese Zahl m heißt die Ordnung der 
einfach periodischen Funktion B{e^^). 

Nun gut aber auch die folgende XJmkehrung des 
ersten Satzes dieser Nummer: 
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Jede überall im Endlichen meromorphej einfach perio- 
dischej in beiden Richttmgen polarisierte Funktion f{u) mit 
der Periode 11 ist eins rationale Fimktion der ExponerUial- 
größe e^«*«'^. 

Beweis: Wir setzen 

(32) / = g2«t«/^, ^^Q%nia\n^ 

Alle ^Werte von u, für welche t einen bestimmten Wert 
annimmt, unterscheiden sich voneinander um ganzzahlige 
Vielfache von 77; für alle diese Werte von u hat aber 
die Funktion /(f^) ebenfalls nur einen einzigen Wert; da- 
her ist f{u) jedenfalls eine eindeutige Funktion von tj 
welclie wir mit ^{t) bezeichnen wollen. 
Pur jedes endliche u ist: 

%7iia I 2ni{u-a) \ 

i - T = e~^ U'^ — 1/ , 

t — T = (u — a) {cq -{- c^{u — «) + •••)? 



wenn 



2jii Aji^ r 



^0 — TT ^ > ^1 ^^ 



hieraus folgt durch Umkehrung der Potenzreihenentwicke- 
lung: 

u~a = {t — T){dQ + d^(t — T) + ,,,). (dio =1= 0) 

Es muß daher ^{t) meromorph sein in der Umgebung 
aller Werte t , welche zu endlichen Werten von u gehören, 
und wenn f{u) , als Funktion von u, in u = a einen Null- 
punkt oder Pol w-ter Ordnung besitzt, so muß auch 0(t) 
einen Nullpunkt oder Pol m-ter Ordnung in t = T be- 
sitzen. 

Nach der Theorie der Exponentialfunktion nimmt die 
Größe t innerhalb eines Periodenstreifens der t*-Ebene alle 
denkbaren Werte an, wenn wir die Polarwerte mitrechnen. 
Die beiden Polarwerte der Funktion ^ = e^^*"'^ sind aber 
t = und t^oo (vgl. Nr. 35); für sie muß die Funktion 0{t) 
bestimmte Werte annehmen, da, nach Voraussetzung, f(u) 
in beiden Eichtungen polarisiert ist. Daraus schließen 
wir nun, daß ^{t) auch in der Umgebung der Punkte t = 
und t=oo (der einzigen Punkte, welche vorhin ausgeschlossen 
waren) eine meromorphe Funktion sein muß. Die Funk- 
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tion 0{t) hat also diese Eigenschaft für' jeden Wert ihres 
Argumentes und ist daher notwendig eine rationale Funk- 
tion von t , womit unser Satz bewiesen ist. 

Wir wollen dieses Eesultat zunächst auf eine Funk- 
tion f{u) anwenden, welche nirgends im Endlichen einen 
Pol oder eine !Nullstelle besitzt. Eine solche muß, wenn 
sie nicht in eine Konstante ausarten soll, die Werte 
und cx> als Polarwerte annehmen; sie muß daher, als 
Funktion von t betrachtet, für den einen der beiden 
Werte t = , t = oo N'ull, für d^n anderen unendlich groß 
werden. Da kein von iNull, verschiedener endlicher Wert 
von t eine Nullstelle oder einen Pol bezeichnen darf, so 
hat eine Funktion von der hier betrachteten besonderen 
Art jedenfalls die Form 

(33) f{u) r=G'lf=^G' e««*^'^ , 

worin { eine positive oder negative ganze Zahl oder Null, 
eine Konstante bedeutet. 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Falle über. Es 
handle sich darum, den analytischen Ausdruck für eine 
Funktion f{u) zu konstruieren, welche in einem bestimmten 
Periodenstreiien die JS'ullpunkte 

(34) difdit-'-T^fi 
mit den Ordnungszahlen 

(35) nii , wig , . . . , w^ ; 
die Pole 

(36) &i , ^2 » • • • » ^v 
mit den Ordnungszahlen 

(37) ^ Wi , ^2 , . . . , Wy 
besitzt. Wir setzen 

(38) 6'"*"*'^=rÄ, e"'''''''=i, 

(Ä = 1, 2, . . ., /i) (fe = 1, 2, . . ., v) 
imd 

m\ ^ (t\ - ( <-T^)"H.(<^T^)tn,...,.(^_^^)m^ 

(39) 0S) - 7t-l-.jn..(,^-^)n......(,_-^)n. ' 

■"Vird dann wiederum die Funktion f{u) als Funktion von 
4t 0{t) bezeichnet, so ist der Quotient 0{t) : ^^{t) offenbar 
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dne rationale Funktion von t , welche für keinen von Null 
yerochiedeiien endlichen Wert von t veischwinden oder 
nnendlich werden darf und daher die Form (33) haben 
mnß. Polglich ist 

(40) d^co^o.t'i^^^"*^:^^^^^ 
i) f(u\— n^c^^^^^^^ ^ )''"'\^ e f^i ) 

u) lyu) v/ V (^2«<ufir__^2Äi6,//7)._ .(ga«tu|/7__g2«te»^/^)• 

I>ie8er analytische Ansdmck lehrt uns, welche Stücke 
zur Bestimmung einer Funktion f{u) willkürlich vorge- 
schrieben werden dürfen. Hat man die im Endlichen ge- 
legenen Nullstellen und Pole durch die Angaben (34) bis (37) 
fixierty so kann man jedenfalls den einen der beiden Polar- 
werte noch beliebig wählen; schreibt man als solchen eine 
endliche Oröße vor, so ist nunmehr die Funktion f{u) 
vollständig bestimmt und daher auch der Zweite Polar- 
wert festgelegt; verlangt man, daß der eine Polarwert 
oder cx> sein soll, so darf man zunächst noch die Ordnungs- 
zahl dieses Nullpunktes bzw. Poles vorschreiben, wodurch 
die Funktion f{u) bis auf einen von u unabhängigen Faktor 
bestimmt wird; um auch diesen Faktor noch zu fixieren, 
kann man etwa den ersten Koeffizienten in der Beihen- 
entwickelung nach Potenzen von t bzw. t'^ vorschreiben, 
welche das Verhalten der Funktion 0{t) in der Umgebung 
der Stelle t = bzw. t = oo charakterisiert. 

Durch Verbindung des zuletzt bewiesenen Satzes (S. 71) 
mit dem vorhergehenden (S. 70) erhalten wir das wichtige 
Resultat: 

Jede überaU im Endlichen tneromarphe, einfach perio- 
dische, in "beiden Richtungen polarisierte Funktion nimmt 
innerhalb des Periodenstreifens jeden endliohen Wert ebensooft 
an als den Wert oo. Die Anzahl der zu einem und dem- 
selben Ftmktionswert gehörigen Punkte innerhalb des Perioden- 
Streifens heiß „Ordnung^^ der einfach-periodischen Funktion. 
Bin mehrfacher Punkt ist dabei natürlich mit seiner 
Ordnungszahl in*Bechnung zu bringen, d. h. ein X;-f acher 

I IN^uUpunkt oder Pol vertritt k einfache Nullpunkte oder Pole. 
Die Polarwerte müssen unter die Funktionswerte gerechnet 
werden. 
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Algebratsche Gleichnngeii zwischen Fniiktioneii derselben Periode« 
Algebraische DUterentialgleiohnngen erster Ordnung« 

87. Wenn wir zwei Punktionen ^i(w) und f^{u) ratio- 
nal durch die Exponentialfunktion t=6^''*"'^ ausgedrückü 
haben: 

(42) /;W = n(0, f,{u) - r,{t) , 

so können wir t zwischen diesen beiden Gleichungen 
eliminieren und erhalten so eine algebraische Beziehnn^ 
zwischen f^{u) und f^iu): 

(43) J'(/;(«),^(«)) = 0; 
daher der Satz: 

Zwischen zwei iiberaU im JßJndlichen meromorphen Funk- 
tionen, welche eine gemeinsame Periode 11 wnd je zwei he- 
stimmte Polarwerte besitzen, besteht eine algebraische Be- 
ziehung. 

Im besonderen gilt dies für zwei Funktionen , von 
welchen eine die Ableitung der anderen ist, und wir 
haben daher ferner den wichtigen Satz: 

Jede überall im Endlichen meromorphe periodische Fu/nk- 
tion, welche in beiden Richtungen des Periodenstreifens po- 
larisiert ist, genügt einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Zusammenhang der Funktionen ^h(u) und o(u) 
mit der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen* 

38. Wir wollen jetzt eine Anwendung der in Nr. 37 
bewiesenen Sätze machen und die Funktion 1^ {u) als ra- 

2n%u 

tionale Funktion R{t) der Exponentialfunktion t = e^ 
darstellen. 

Allen Polen der Funktion f j (u) , d. h. allen Werten 
u = +vn (v = 0, 1, 2, . . .) , entspricht der Wert t = 1 ; 
die Funktion B{t) hat daher im Efidlichen keinen anderen 
Pol als ^ = 1 ; da die Pole der Funktion f ^ (u) sämtlich 
einfache Pole sind, so muß auch der Wert t=l einen 
einfachen Pol der Funktion B{t) bezeichnen, welche sich 
daher in die Form setzen läßt: 

(44) ^W = -r^' 
worin g{t) eine ganze Funktion bedeutet. 
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Die Polarwerte der Ezponentialfiinktion < = «•"•«'" 
smd: l^tiU in nördlicher, e» in südlicher Bichtang; die 
Polarwerte der Funktion B{t) werden also erhalten, wenn 
t = bzw. t •=■ oo gesetzt wird; sie mdssen mit den Polar- 
werten der Funktion $i{u) übereinstünmen, d. h. (vgl. 
Nr. 17) 



J2(0) = 



9(0) 
-1 



nt 

IT 



Ä(oo) = 



oo-l 



nt 



Aus der zweiten dieser Bestimmungsgleichimgeii folgt, daß 
die ganze Funktion g{t) vom ersten Grade sein und die 
Form haben muß 

g{t) = ^^ + konst. , 

für die Konstante aber finden wir aus der ersten Be- 
stimniungsgleichung den Wert -^, so daß also 



(45) 
d. b. 



(46) 



SiM 



IT 



R{t) = 



ni t + 1 
TTT^' 



2niu 



+ 1 



rir~ 
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TT 



(71U\ 
-n-J 



IT 



nr 



+ e 



:z%U 



31%U 



n _ 



e 



3t%U 

~n~ 



sin( 



7tu\ 

ir) 



= jj cotan 



[ir)' 



Genau in derselben Weise können wir die Funktionen 

^2(^)9 ^3(^)9 • ' - ^^^ ^(^) ^^ rationale Funktionen von t 
darstellen, indem wir unmittelbar auf ihre analytischen 
Ausdrücke zurückgehen. Der Kürze halber ziehen wir es 
jedoch vor, von dem Zusammenhange Gebrauch zu machen, 
in welchem diese Funktionen mit der Funktion f^ (u) stehen. 
Nach Nr. 13 ist 



(Ä~l)! du 



h-i 
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also z. B. 

(47) 



in* 



t 



n* («-!)« 



4^ 



e 



»tu 

~n~ 






n' 



Hm' 



Nach Nr. 20 ist ferner 

•m r niu nix 

o(v) 



71XU 



nxu 



also 



niu n^u^ i \ 

o(u) = o-le^— e ^J = 2cf •sinf-y^j . 



Zur Bestimmung der Konstanten e können wir von der 
Formel Nr. 21, (36) Gebranch machen und erhalten so 



[ 



o(«) 



V, J«i=o 



Inie 



=1 



(48) o(m) = 



2n% n \ll ] 



*) Hieraus ergabt sich die bekannte Form der Entwiokelung 
nach Potenzen von u: 



o{y^ = u — 



n" u» 



4- 



jr* u« 



IT» 3! ' /7* 51 



Vergleichen wir hiermit die in der Fußnote zu S. 53 auf- 
gestellte Potenzreihe, so finden wir, daß 






sein muß, also 

«•=00 



^-..= 



111=00 



w* 



5-4-3 ' 



7C 



^ m« "" 6 ' -^ m* ~ 2 • 3*- 5 • 

m-X «=1 
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Dieeer ungeraden Funktion wollen wir noch folgende 
gerade Funktion von u zur Seite stellen 



(49) 



/n \ n f^^ -^1 n /«i.\ 



lyurcli einfache Eechnung ergeben sich dann die 
beiden nachstehenden Beziehungen, wdehe ans der ele- 
mentaren Trigonometrie bekannt sind: 

(50) [o (« + a)] . [o(« - a)] = [o (^ " «)]'- [<> (^ " «)]* 

(51) • K«)P=^-Kf -«)]'• 

I^ach dem in ISt. 37 auseinandergesetzten Verfahren 
sind ^^nr nun auch imstande, die zwischen den verschiedenen 
Funktionen h{y)j o{u) bestehenden algebraischen Be- 
zieihxuigen abzuleiten und im besonderen die algebraischen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung aufzustellen, welchen 
diese Funktionen genügen müssen. Wir beschränken uns 
hier auf zwei Beispiele, da wir auf den Punkt noch 
einmal in Nr. 41 zurückkommen werden. 

Es war gefunden: 

(46) f,(«) = r,{t) = ^ ^ 

(47) f,(„) = ^,(«) = _ :^ _i_ . 

Durch algebraische Elimination der Oröße t zwischen 
diesen beiden Gleichungen ergibt sich 



ji» 



(52) ^ hin) -- [S^{u)]^ + -jp 



ji« 



(53) Si(u) ^ -[S,{u)Y - jp . 

Die letzte dieser Formeln liefert die Differential- 

gleichung für ii{u) und geht, wenn -=^ = w gesetzt wird, 
über in • 

(54) ä^^^ (^^„„y, _ 1 ^ 
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Auch die algebraische Differentialgleichung erster Ord« 
nung, welcher die Funktion o{u) — als periodische Funktioi] 
mit der Periode 211 — offenbar genügen muß, ist ani 
dieselbe Weise leicht herzuleiten. 

Aus (48) folgt zunächst: 

(55) o(t*) = -^e--«/^(<-l) 

Ott 

und hieraus: 

. . ... 77* (t - 1)« 

Andererseits ist nach (46) 

0^{u) 71% t+1 



o'iu) 



o{u) n t-i\ 

2 71^ __ 71« 4t _ 



Die gesuchte Differentialgleichung lautet also: 

(56) [o'(«)P = l--^[o(«)]«; 

sie geht für 

UJl 

= w 



n 

über in: 

/Km fdsint(?l« ^ . ^ 

Darstellung einfach periodischer Funktionen mit SLUfe der Fank- 

tion o(t«)« 

39. Wir haben soeben die Formel benutzt: 
(55) o{u) = ^^ . e-''»~/^(t - 1) , 

aus welcher, mit der in (32) gegebenen Bezeichnung, 
folgt, daß 

(55a) o{u - a) = -ß-: • e-^»(~+«)/^(« - x) . 

Ci7l% 
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Indem wir in der zweiten dieser Formeln für a die 
Terschiedenen Werte (34), (36), für t dementsprechend 
die Werte (38) einzetzen nnd die sich ergebenden Ausdrücke 



(58) 



* - T* = ^^ e»*(«+«»)'". o(« - a») 



1 _ 2w 



in (40) einführen, so erhalten wir für f(u) die Darstellung: 



"^^ (2l + I:mJ^'-I:nJg) 



f(u) = js: . e ^ 



1 M 

l ' [Ol 



\p{u — &i)]"* [o(w — feg)]'»- . . . . . [o(w - &,,)]% 

Dieses Eesultat fassen wir in folgendem Satze zu- 
sammen: 

JeAe überall im Endlichen meroTnarphe, einfach perio- 
dischCj polarisierte Funktion f{u) mit der Periode II j deren 
sämUiche innerhalb eines beliebigen PeriodenparaUelogramms 
gelegene NvUstellen und Pole samt den zugehörigen Ordnungs- 
zahlen durch (34), (35), (36), (37) gegeben sind^ läßt sich 
in der Form darstellen: 

wo h irgend eine positive oder negative ganze Zahl oder 
NuUj K eine Konstante bezeichnet^ und für e Null oder 1 zu 
setzen ist, je na>chdem die Zahl mi + . . . + w^ — ^i — • • • — ^v 
tine gerade oder ungerade ist. 

Ist f{u) eine gerade Funktion, d. h. 

f(-^u)=f{u), 

80 gehört zu jedem Nullpunkt a< ein Nullpunkt — a^ , 
und zu jedem Pol bi ein Pol — 6< , wenn wir die Be- 
il 
grenzungslinien des Periodenstreifens durch die Punkte — - - 

n ^ 

und + — parallel der imaginären Achse oder, wenn die 

Periode rein imaginär ist, parallel der reellen Achse legen. 
Wenn der Punkt w = ein Nullpunkt oder Pol ist, so ist 
seine Ordnungszahl jedenfalls gerade. 
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Daraus folgt ztinächst, daß die Zahl m^ + ... +- m^^ 
— «, — ... —Uy gerade, also c = zu setzen ist. 

Auf Grund der Formeln (50) und (51) erkennt naarZi, 
dafi der auf der rechten Seite von (60) auftretende Quotient 

[o{u — ai)Y^' . . . ' [o{u — af,)]^f* 
[o(u — &i)]"* . ... • [o(w — &y)]"v 

sich in unserem . Falle als eine rationale Funktion ^an 

darstellt und an sich eine gerade Funktion 



°(f-)i 



von 1» ist; es muß deshalb auch die Zahl Je gleich NmH 
gesetzt werden, und wir haben den Satz: 

Jede überaM im Endlichen meromorphe, einfach perio- 
dischey polarisierte^ gerade Funktion f(u) mit der Periode IT 



läßt sich als eine ratumdle FunJction von o {— u]\ j d. h. 



von Icosl^^l darsieUen. 



Ist f(u) einä ungerade Funktion, so muß der Punkt u = 
ein ^Nullpunkt ungerader Ordnung sein; folglich tritt auf 
der rechten Seite von (60) der Faktor o{u) in ungerader 

Potenz auf. Der Quotient ^-7-T ist eine gerade Funktion. 

o{u) 

welche, bei Vermehrung der Variablen u um die Größe /7, 

ihr Vorzeichen wechselt; ^ /tt \T ^* ®"^® gerade 

o{u)Ao(—-u\\ 
periodische Funktion. l \ä /j 

Wir haben daher den Satz: 

Jede iiberaU im Endlichen meromorphCy einfach perio- 
dische, polarisierte, ungerade Funktion f{u) mit der Periode II 
läßt sich in der Form 

o(«).o(^-«).b([o(^-«)]*) 

. 7iu nu ^(\ nuV\ 

= «„,_. cos -ö^-B^cos-ö^Jj 

darstellen, wo B eine ralionale Funktion von 0(0 — ''*) 
bezeichnet. ^ ^^ ^^ 



(61) 
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Darstelliins einfaeh periodischer Funktionen , welche der Partlal- 
braehzerlegrnng rationaler Funktionen aniüog Ist. 

40. In den beiden vorhergehenden Nummern diente 
zur Bestimmiing der meromorphen einfach periodischen 
Funktion f{u) die Angabe der Pole und der Nullpxmkte, 
sowie der beiden Polarwerte. Es soll nun untersucht 
werden, inwieweit eine derartige Funktion bestimmt ist, 
wenn zwar nicht die Nullpunkte, aber die Pole und von 
den Bntwickelungen der Funktion in der Umgebung der 
Pole alle die Glieder gegeben sind, welche negative Potenzen 
enthalten. Wir werden mit diesiar Voraussetzung zu anders 
gearteten analytischen Ausdrücken gelangen, welche ein 
Analo^on zu der Partialbruchentwickelung rationaler Funk- 
tionen darstellen. 

Zur Bestimmung der Funktion f{u) seien uns also 
nunmehr gegeben die Pole (36) mit den Ordnungszahlen (37); 
femer sei uns bekannt, daß die Entwickelungen in der 
Umgebung dieser Pole so aussehen: 

+ -Bt,i(^-6t)-' + ^t(^-&*) 
(fc = 1 , 2 , . . . , y) 

wo die Koeffizienten Bje^r gegebene Größen sind, während 
die 5ßi(t^ — &t) irgendwelche Potenzreihen bezeichnen. 
Die Funktion 

9'(t*)=J5i,n,f„,(t^— &i)+5i,n,-if»H-i(w-&i)+-..+^i,ifi(w-&i) 

+ -B2.n.fn.(w-62)+^2.«.-lfn.-l(w — 62) + ...+B2,ifi(w-&2) 
-\- 

-f JB,,„^f,^^(w-fe^)-f -Bv,n^-i f„^-i(t*-6J+ . . .+B^,i fi(w-6v) 

ist eine meromorphe, einfach periodische, polarisierte Funk- 
tion mit der Periode ZT; sie hat dieselben Pole wie f{u) 
und keine anderen. Ihre Entwickelungen nach Potenzen 
der Größen U'—hy stimmen in den Gliedern, welche ne- 
gative Potenzen enthalten, überein mit den in (61) ge- 
gebenen Entwickelungen der Funktion f{u) . Die Differenz 

f(u) - <p{u) 

ist also eine überall im Endlichen meromorphe, einfach 
periodische, polarisierte Funktion, welche innerhalb des 

Boehm, Elliptische Funktionen I. 6 
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mit der Periode 11 konstruierten Periodenstreifens keine 
Pole im Endlichen haben kann; sie muß also nach Nr. 36 
eine ganze rationale Punktion der Größe t = e^^ftt/ir sein; 
bezeichnen wir diese ganze Funktion mit g(t)j so haben 
wir für die allgemeinste Funktion f{u) folgende Form der 
analytischen Darstellung: 



( f{u) = ^(e««»«'^ 



(63) 



k=v 



+2^{B,^fnJfn^{u - &t) + . ... + ^*,lfi(t* - &*)> . 



*=1 



Jede überall im Endlichen meromorphej einfach perio- 
dische, polarisierte Funktion f{u) läßt sich additiv aus zwei 
Besta/ndteilen zusammensetzen: 1. einer ganzen rationalen 
^Funktion der Größe e^"*^^^ und 2. einer mit konstanten 
Koeffizienten gebildeten linearen Verbindung einer endlichen 
Anzahl von Sh — Funktionen. 

Es ist leicht einzusehen, weshalb wir diese Dar- 
stellung mit der Partialbruchentwickelung der rationalen 
Funktionen vergleichen durften. Was in der Theorie der 
letzteren die einzelnen Partialbrüche der Form 



u-bjt^' (u-bt)^' •••' {u-btT' 

das sind in der Theorie der meromorphen einfach perio- 
dischen Funktionen die verschiedenen f- Funktionen, 

li(w — fei), Siiu — bt), ..., Sp{u — bt), 

deren jede eine unendliche Anzahl von Partialbrüchen zu- 
sammenfaßt. Man vergleiche hiermit die in !N'r. 9 an- 
gestellten Betrachtungen, welche das zweite Kapitel ein- 
leiteten. 

Bezeichnen wir die Polarwerte der Funktion f{u) in 
nördlicher und südlicher Eichtung mit P+ und P_, so 
ergibt sich 

(64) P+=i7(0)-^2f^t,i, 

^^ t=i 

• k=v 

m 



5) P- = ff(oo) + ^^5t. 
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Son also P_ eine endliche Größe sein, so muß sich die 
ganze Fnnktion g{t) anf eine Konstante C reduzieren, und 
es besteht die Beziehung 

(66) P+ + P„ = 2 0.. 

Die Funktionen §^(u) als ganie rationale Funktionen 

der Funktion ^^ (u) • 

41. Auf Orund der soeben erhaltenen Besultate können 
wir nun eine neue Herleitung d^ algebraischen Beziehungen 
geben, welche nach den Sätzen der Nummer 37 zwischen 
den Funktionen h{u)y o{u) bestehen müssen, sowie für 
die algebraischen Differentialgleichimgen erster Ordnung, 
welchen diese Funktionen genügen. 

Die Potenzen der Funktion (^{u) sind offenbar über- 
all im Endlichen meromotphe, einfach periodische Funk- 
tionen mit der Periode n und haben zwei endliche Polar- 
werte; ihre einzigen Unstetigkeiten liegen in den Punkten 
«^0(inodi7); die Ordnungszahl dieser Pole ist gleich 
dem Exponenten der betreffenden Potenz von f ^ (u) . 
Folglich existiert eine Beziehung der Form 

wo die Aqj Ai, . . . , Af^ Konstanten sind. Bilden wir 
Qnn diese Gleichungen für n = 1 , 2 , ... und lösen sie 
snkzessive nach fi(ti), S^Mf • - • auf, so erhalten wir für 
ein beliebiges fn(^) einen Ausdruck der Form 

(68) U^) = JBo + ^1 • fi W + B, . [fi (1*)]« + . . . + B^[S,(u)r ; 

die Koeffizienten Bq, B^, . . . , jB„ sind Konstanten, welche 
sich in Gestalt von Determinanten aus den Aq^ Aif . . . , ii« 
zusammensetzen. 

Wir können also die durch (62) definierte Funk- 
tion (p{u) als lineare, mit konstanten Koeffizienten ge- 
bildete Funktion von Potenzen der Funktionen 

darstellen, wodurch die Analogie zwischen der Formel (63) 
und der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen noch 
mehr in die Augen fällt. 
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Stellen wir mit der Identität (68) eine andere 
derselben Form zusammen 

(69) U^) = Oo + Ol . fi W + G, . Mu)Y +...+ 0^[fi(u)]~ , 

so können wir zwischen beiden die Größe diu) eliminiereii 
und auf diese Weise die algebraische Beziehung 

erhalten, welche der Formel (43) entspricht. 

Wird m = n + 1 angenommen, so stellt die Identi- 
tät (70) eine algebraische Differentialgleichung erster Ord- 
nung für die Funktion S^M dar; denn nach Nr. 13 ist 

fn+l(w) = - — fn(w); 

es geht also (70) über in 

(71) i^i(fn(ti), Si{u)) = 0. 
Für n = 1 haben wir 

(72) Siiu) = Co + Ol . SM + 0, [fi(i*)]« . 

Da fi(w) eine ungerade, S2{y) = —Si{ti) aber eine gerade 
Funktion ist, so muß Oj = sein; da fi(w) die Polar- 

werthe +-77-? SiW al>ör zwei verschwindende Polarwerte 
besitzt, so muß 

sein, und (72) geht über in 

(73) Siiu) = Co (1 + ^ [fi(«)]«) . 

Zur Bestimmung der Konstanten Oq können wir die Eeihen- 
entwickelungen der Funktionen [fi(w)]* und ft(w) = — hi"^) 
nach steigenden Potenzen von u in der Umgebung des 
Punktes t* = benutzen; wir haben, wenn wir nur die 
ersten Glieder berücksichtigen, 

^i'(«) = - ^ + . . . ; Mu)]^ = ~2 + --> 



n* 



^0 nr? <7* = 
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folglich ist 

ZQ setzen, und die Differentialgleicliung für fi(ii) nimmt 
die Form an, welche uns bereits ans Nr. 38 (53) be- 
kannt ist: 

(74) . iiiu) = - -^ (l + ^ [i,(u)]*) . 

Additioiistheorem der polarisierten einf aeh periodischen Funktionen« 

42. Aus der in Nr. 36 gegebenen allgemeinen Dar- 
stellung meromorpher, polarisierter, einfach periodischer 
Funktionen folgt unmittelbar eine höchst wichtige Tat- 
sache, die wir hier kurz erwähnen wollen. 

Setzen wir 

(75) e^Tiiuin ^ f ^ ^2nivjn ^ g ^ 

so ist 

(76) ^2ni{u + v)in^t.g ^ 

und wir haben für die in Nr. 36 charakterisierte Funk- 
tion f(u) folgende Ausdrücke 

(77) f{u) = B{t), f{v)==B{8), f{u + v)==B(t.8), 

wo der Buchstaben B wieder eine rationale Funktion an- 
deutet. Zwischen den drei Gleichungen (77) können wir 
nun auf alle Fälle die beiden Größen t und 8 eliminieren; 
das Besultat der Elimination: 

(78) F{f{u) , m , f{u + v)) = 

ist eine algebraische Gleichung zwischen den drei Funk- 
tionswerten f{u) , f{v) , f{u '+ v) . Eine solche besteht also 
immer, welche Werte auch für u und v gesetzt werden 
mögen. Diese Eigenschaft sprechen wir aus in dem Satze: 
Jede überall im Endlichen meromorphej einfach perio- 
dischej in beiden Bichtungen potarieierte FunMion f{u) be- 
sitzt ein älgebrai8che8 Additionstheorem. 
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Integrale einfach periodisplier Funktionen« 

43. Integrale meromorpher Funktionen sind im all- 
gemeinen nicht mehr eindeutige, sondern unendlich viel- 
deutige Funktionen. Bezeichnet 

(79) FM-[m)dC 

«0 

das über eine bestimmte Kurve genommene Integral der- 
meromorphen Funktion /*(C), so unterscheiden sich alle 
anderen Werte des Integrals 

u 

(80) F(u)=fmdC 

«0 

von dem festen Werte Fi{u) um ein mit ganzzahligen 
Koeffizienten m^ , m, , ... gebildetes lineares homogenes 
Aggregat der in geschlossenen Kurven um die einzelnen. 
Unstetigkeitspunkte der Funktion f{u) genommenen Inte- 
grale Ji, J2 ,'•-', d. h. es ist ' 

(81) F(u) « Fiiu) + mi Ji + mg Jg + . . . 

Nur wenn im speziellen Falle die sämtlichen Integrale 
Jj, J2 , ... den Wert Null haben, ist die Funktion F{u) 
eine eindeutige. 

Es sei nun f{u) eine einfach periodische Funktion^ 
deren Pole und Entwickelungen in der Umgebung der 
Pole durch dieselben Buchstaben bezeichnet sein mögen 
wie in Nr. 40. Alsdann ist 

(82) Ju ^^ffiOdC = 27tiBjt^i . (fc = 1, 2, . . ., v) 

Um bei den folgenden Betrachtungen nicht fort- 
während auf die mögliche Vieldeutigkeit Eücksicht nehmen 
zu müssen, wenden wir das in der Funktionentheorie üb- 
liche Verfahren der Zerschneidung an: Wir führen in der 
t^-Ebene von allen Unstetigkeitspunkten aus, deren Eesi- 
duen jBjfc^i von Null verschieden sind, Querschnitte bis in 
die Unendlichkeit und statuieren, daß kein Integrations- 
weg einen Querschnitt kreuzen dürfe. Dabei haben wir 
darauf zu achten, daß die Ebene zusammenhängend bleibt, 
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d. h. daß man von jedem Werte von u zu jedem anderen 
gelangen kann, ohne einen Querschnitt zu überschreiten. 
Der Bequemlichkeit halber ziehen wir alle Querschnitte, 
welche durch kongruente ünstetigkeitspunkte gehen, parallel 
zueinander. In der zerschnittenen Ebene ist nun das 
Integral eine eindeutige Funktion, welche wir mit Fi{u) 
bezeichnen; nur in den Punkten der Querschnitte selbst 
nimmt sie zwei verschiedene Werte an, je nachdem die 
Variable sich diesen Punkten von dem einen oder von 
dem anderen „Ufer'^ her nähert. 

Es soll nun untersucht werden, wie sich diese Funk- 
tion verhält, wenn die Variable u um die Periode // 
wächst. 

a+/7 Uo+J7 U+/7 

(83) F^(u + 77) =j/(0 dC ^fm dC +fm d^ ; 

nun ist, vermöge der Periodizität von f{u)^ 

u+n tt 

(84) fmdC=fmdC = F,{u); 

das Integral 



(85) fm df 



«0 



aber hat, da nur Integrationswege in der zerschnittenen 
Ebene in Betrachtung zu ziehen sind, einen festen Wert, 
welchen wir mit ij bezeichnen wollen. Es ergibt sich also 
för Fi{u) eine Funktionalgleichung 

(86) F^iu + 77) = F,{u) + rj , 

ans welcher wir leicht die allgemeinere herleiten: 

(87) F^{u + m 77) = F^iu) + mfi , 

worin m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. 

Um von der Funktion Fi{u) wieder zu der allgemeinen 
f'nnktion F{u) überzugehen, d. h. die Beschränkung des 
Integrationsweges aufzuheben, brauchen wir nur zu der 
rechten Seite von (86) eine lineare Funktion der unstetig- 
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keitsintegrale J^j J^^ • • • , Jy mit ganzzahligen KoefiK- 
zienten hinzuzufügen: 

(88) F{u-\-mn)=F{u)+mri-\-m^Jy-\-m2J2+ ' ' '-\-^¥Jv' • 

Das Ergebnis dieser Betrachtungen läßt sich in fal- 
gendem Satze zusammenfassen: 

Dew Integral einer meromorphen ei/nfach periodische^n. 
Funktion ist im aUgemeinen eins unendlich vieldeutige 
Funktion von u, deren Werte für denselben Wert der Va- 
riablen um ganzzahlige Vielfache einer Reihe fester Größen 
Jij J^j • • ' unterschieden sind, und welche die Eigenschaft 
haij um ein positives oder negatives ganzzahliges Vielfaches 
einer festen Größe rj zuaunehmen, wenn das Argument ul 
um dasselbe ganzzahlige Vielfache der Periode II vermehrt 
wird. 

Man bezeichnet diese Größe rj , in unserem Falle das 
Integral (85), als Periodizitätsmodul der Funktion J^(«t) . 
Wenn für eine spezielle Funktion f{u) das Integral (85) 
verschwindet, so ist F{u) eine periodische Funktion mit 
der Periode 11. 

Um die vorstehenden Betrachtungen an einem Bei- 
spiele zu erläutern, wählen wir die Funktion 



f(u) = fi(«) = ^ . COt^^-^j , 



U 



F{^) =/fi(C) Ä t = log [o{u)] = log ^ + log sin ^ . 

2 

Unstetigkeitspunkte der Funktion fi(w) sind die Punkte 
u^O (mod/7) ; die zugehörigen Eesiduen sind gleich 1, 

also ist j^(^j = F^{u) + 2jzim^ 

zu setzen. Ferner ist 

2 

2 

wenn wir die in nebenstehender Figur angedeutete Zer- 
'chneidung zugrunde legen (die stark ausgezeichneten 
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89 



Qaeiscliiiitte hat man sich in der. Pfeilrichtnng bis ins 
unendliche verlängert zu denken). Alsdann darf nämlich 
das Integral ^n 



2 



/fi(C)<iC 



2 



auf dem in der Figur gezeichneten Halbkreis genommen 
werden. Auf Grund der Identität 




Fig. S. 

ist aber der Wert des Integrals über dem Halbkreis gleich 
der Hälfte des über einen vollen Kreis mit dem Mittel- 
punkte n und dem Eadius -L-J- erstreckten Integrals, 

d. h. gleich dem oben gegebenen Werte n % . Dies ist für 
xmser Beispiel der Periodizitätsmodul. Wir haben also 

I^^{u + n) = Fi{u) + ni , 

F^{u + m/T) = F^{u) + mni , 

F{u + m 77) = F{u) + mni '{-2m^ni . 
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Kapitel y. Doppelreihen aus Partialbrüohen. 



Fünftes Kapitel. 

Untersacliung gewisser aus Partialbriiehen gebildeter zwei- 
taeh ausgedehnter Reihen. — Die Funktionen j>(u) und g(««). 

Die Funktionen IShiu)^ für A ^ 8. 

44. Der Gegenstand dieses Kapitels wird dem des 
Zweiten analog sein. Wir werden wiederum Summen von 
unendlich vielen Partialbrüchen zu untersuchen haben. 
Aber diese Summen werden jetzt zweifach ausgedehnt 
sein, da wir eine- zweifach unendliche Anzahl von Polen 
zugrunde legen. Als solche wählen wir nämlich die Punkte 



(1) 



w = 0, w = m/7+nö, 



wo m und n alle positiven und negativen ganzen Zahlen 
durchlaufen, 77 und zwei beliebige komplexe Orößen 
mit nicht verschwindendem Momente (Nr. 28) bezeichnen. 
Satz: Die Reihen 



(2) 






n = -oo m 



für welche Ä ^ 3 iat^ Iconvergieren ahsolid für jedes endliche u , 
mit Ausschluß der Werte (1), und zwar Iconvergieren sie 
gleichmäßig in jedem endlichen Bereiche T^, welcher diese 
Werte nicht enthalt. 

Um diesen Satz zu beweisen, verfahren wir genau 
wie in Nr. 10: 



(3) 



mll -]- nö = 



= m 



(mi7'+ nÖO + t(m/Z"+ »Ö'O , 

(m n' + n ey + {m n" + n ey • 
m\n'^ + n"i) + 2 m n{n'e' + n"e") 

{n'e"—n"ey 

0'i + 0"2 



+ 
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Und ganz ebenso 



(4) 






+ 



/7/2 + /7''2 



iJ/2 + 7J^'2 

Fnr ein Paar von Werten w , n , von welchen mindestens 
einer dem absoluten Betrage nach gleich der positiven 
ganzen Zahl Ic ist, haben wir daher die Ungleichung 

(5) |m/7+nö|^]|f.d, 

wo d die kleinste der beiden Größen 



(6) \^ = '-^ L und ^ L ' 



bezeichnet. Aus (3) folgt aber ferner 

|m77+ n Ö|« < m^W^ + il''«) 
+ 2 |w| |n| I i7'ö'+ n^e'' I + n2(ö'2 + 0''^) . 

Für ein Paar von Werten m^ n^ von welchen keiner 
dem absoluten Betrage nach die positive ganze Zahl Ic 
überschreitet, ist also 

(7) lml7+nÖ|^fc.D, 

wo 

(8) D = +yi7'2 + w^ + 2 1 /7'ö' + /rö'^ I + e'« + ö''« 

gesetzt ist. 

Diese Beziehungen lassen sich unmittelbar aus dem 
geometrischen Bilde ablesen, wenn wir die Größen mll+nd 
in der Gauß sehen Zahlenebene repräsentieren; die Werte 
0, n, 0y n+ werden abgebildet durch die vier Ecken 
eines Parallelogramms, in welchem die kürzere Normal- 
diztanz zweier gegenüberliegender Seiten gleich d, die 
längere der beiden Diagonalen gleich 1> ist. — 

Nun bezeichnen wir mit 0^ die Summe aller derjenigen 
Ausdrucke 
(9) Iwü+nö-*, 

für welche mindestens eine der Zahlen nijn, absolut ge- 
genommen, gleich der positiven ganzen Zahl Ic ist, wäh- 
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rend die absoluten Werte der anderen nicht größer sind. 
als Tc; d. h. die Summe aller Ausdrücke, die den folgenden 
Wertekombinationen entsprechen: 



(10) I ^===±^' n = 0, ±1, 
[ n = +3fc , m = 0, +1, 



= 0, ±1, ±2, ..., +fc; 

±2, ..., +(& — !) . 



Die Bildpunkte der zu diesen gehörigen Größen mll+n 
liegen auf der Begrenzung eines Parallelogramms mit den 
Ecken 

(11) -Hn+e), +ic{n--e), +ic{n+e), -ic{n^e) ; 

r 

ihre Anzahl ist gleich 8 Ic , und für jede von ihnen gelten 
die beiden Ungleichungen (5) und (7), so daß also 

(12) ai<8fei-*d-*, 

(13) afc>8fci-*i)-*. 
l^un ist 

n = +«» m = -t- oo k = 4-0 

(u) 2^ 2"l«'^^+«ö|-»=2'<'*' 

« = -00 m — -oo 4=1 

d. h. die Summe der Ausdrücke (9), erstreckt über alle 
ganzzahligen Indizes rUf Uj mit Ausschluß der Werte- 
kombination . m = , n = 0, wird erhalten, indem man 
die Summe der Größen a* für alle von Null verschiedenen 
positiven ganzzahligen Werte des Index fc bildet. Diese 
Summe konvergiert also auf Grund von (12), wenn die 
Eeihe 

ifc=+oo 

(15) 2"*'"* 

*=1 

konvergiert; sie divergiert dagegen auf Grund von (13), 
wenn die Eeihe (15) divergiert. Ersteres ist der Fall, 
wenn ä ^ 3 , letzteres , wenn h = 2 oder ä = 1 . Wir 
haben also den Satz: 

Sind IIj 6 zwei komplexe Größen, deren Moment von 
NuU verschieden ist, so konvergiert die Summe (14) für 
Ä ^ 3 , während sie für h = 1 und h = 2 divergiert. 

Es sei nun ein endlicher Bereich T„ gegeben und If 
eine positive Größe, welche größer ist als alle Werte, die 
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itfj innerhalb des Bereiches annimmt; die Glieder der 
Eeihe (2) können wir in zwei Klassen einteilen, je nachdem 

(16) \mn+ne\^M 

oder 

(17) \mn+n0\.>M 

ist; der größte Wert, welchen eine der beiden Zahlen 
|m| , \n\ für ein OUed der ersten Klasse annehmen kann, 

ist nicht größer als die größte in -3- enthaltene ganze 

a 

Zahl Ny denn sowie eine der Zahlen \m\ oder \n\ einen 

M 
Wert Je annimmt, welcher größer als -r- ist, muß nach (5) 

\mII+ne\^1cd>M 

werden; die Glieder der ersten Klasse sind daher in end- 
licher Anzahl vorhanden, imd die Snmme ihrer Modnln 
ist gewiß endlich; für die Glieder der zweiten Klasse ist 

(18) \mn+n0\> M>\u\ 
und daher 

wenn ,-. 

(20) s = 



gesetzt wird, wobei m^ und n' die Zahlen bedeuten, für 
welche \mn+n6\ den kleinsten Wert zweiter Klasse 
annimmt. 

u + mll -{- nO 
(21) 



= m/7+«ö 



(22) I u + mn+ n Ö |-* < I w /Z+ n ö |-* • (1 - «)-* . 

Die Größe 1 — c ist eine von l^ull verschiedene end- 
liche Größe, welche von der Wahl des Punktes u inner- 
halb des Bereiches Tu unabhängig ist. Die Eeihe 

n = +0 w = + 00 

(23) ^ ^'|« + TOZr+nl9|-» 

II = -00 m =—00 
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ist kleiner als die mit dem Faktor (1 — c)-* mnltiplizierte 
Summe (14), muß also unter der Annahme ^^3 kon- 
vergieren, womit der auf S. 90 ausgesprochene Satz be- 
wiesen ist*). 

Doppelsummen, welche nicht absolut konTergieren. — 
Die Doppelsumme SS^u + i2)-> • 

45. Genau auf dieselbe Weise wie die Ungleichung (21) 
erhalten wir für die Glieder zweiter Klasse die Ungleichung 

(24) \u + mn+ne\<\mn+ne\'{l+e) 
und daher ^ 

(25) \u + mn+ne\-^>\mn+ne\-^'{l+e)-^ . 

Die Eeihe (23) ist folglich größer als die mit dem 
Faktor (1 + e)-^ multiplizierte Summe (14), muß also für 
h = 1, Ä = 2 divergieren. 

Wenn sonach die Reihen 

n = +00 m = + 00 

(26) 2;" ;^[u + mn+ne]-* 

n = -oo m = -oc 

und 

(27) ^ 2^[M + m//+nö]-i 



fi = — OO m = — oo 



keinesfalls absolut konvergieren, so ist doch die Möglich- 
keit noch offen, daß sie bei geeigneter Art der Summen- 
bildung bestimmten endlichen Grenzwerten zustreben. Dies 
ist, wie im folgenden gezeigt werden soll, in der Tat der 
Fall. Wir sprechen zunächst den Satz aus: 

Die Summe (26) konvergiert gegen einen endlichen Grenz- 
wert ^ wenn bei gleicher Art der Summenbildung die Reihe 

n = 4-0 m =+ <» 

(28) ^ ;^'[mn+ne]-\ 

fl = — OO wt = — oo 

gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. 



*) Die folgenden f Qnf Nummern enthalten höchst inteipessaDte^ 
aber auch recht schwierige Untersuchungen, deren Stu<äium fOr 
die erste Lektüre nicht unerläßlich ist. Der Leser kan^n sofort 
auf Nr. 50 übersi>ringen ; er wird sogar genötigt sein, die» zu tun> 
wenn er die zweite Hälfte von Nr. 4 ausgelassen hat.. \ 

i 
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Wird zur Abkürznng 

gesetzt, so ergibt sich, unter der Annahme, daß nicht m. 
und n beide zugleich Null sind: 



(30) 



1 1 -Kg] 



[u + mll+n0\^ [u + üy Q^ fl» 
nnd es ist also 



hS] 



wenn wir für die beiden Beihen auf der rechten Seite 
dieselbe Siunmierangsweise wählen wie für die Eeihe auf 
der linken Seite. 

Werden nun wi^erum die Glieder unserer Summe 
durch die Ungleichungen (16) und (17)^ d. h. durch die 
Fordemngen 

(16a) \Q\^M 

(17 a) \Si\>M 



in zwei Klassen eingeteilt, so ist für die Glieder zweiter 

<e<l 



(19a) 



1 + 



u 



u 



(32) 



\Q\ 
>l-c, 



u 

2 + -— 



2 + 






<2 + e 



1 + 



~Q 



t 



< 



3f (2 + c) 
(1 - e)« 



Daher ist, wenn mit ^^ die Summe aUer Glieder- 



m,» 



zweiter Klasse bezeichnet wird, 
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(33) 
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Q' 



(> + ^ 



)■ 



■af(2 + £) ^n_l_ 



m, n 



der Faktor vor der Summe rechts ist eine von u xxn 
abhängige endliche Größe, die Summe selbst konvergiert 
aber nach Kr. 44, S. 92. 

Folglich haben wir die Gewißheit, daß die Reihe 



(34) 



n = +00 m = +00 
n = — 00 m = -oo Qi 






)■ 



innerhalb des Bereiches T^ gleichmäßig und absolut hon- 
vergiert. 

Zu dem Grenzwerte des Ausdruckes (31) wird also 
der dritte Bestandteil der rechten Seite einen von <ler 
Summierungsweise unabhängigen endlichen Beitrag liefern. 
Das zweite Glied der rechten Seite ist aber nichts anderes 
als die Summe (28), so daß die Fomiel (31) unmittelbar 
den Beweis unseres Satzes enthält. 



Eine besondere Art der SummenbOdung. — 
Die Doppelsnmme 2727^ i2-'. 

46. Es soll nun eine besondere Art der Summen- 
bildung ins Auge gefaßt und der Satz bewiesen werden: 
Die Summe 



(35) 



fl = — flj, Wl = — IWi 



^[u + mn+nO] 



-2 



wo mit m^ und % ^positive ga/nze Zählen bezeichnet sindj 
strebt für unendlich wachsende Werte von m^ und n^ einem 
endlichen Grenzwert dam^n und nur dann zu, wenn einer 
der Quotienten m^in^ oder n^im^ einem bestimmten end- 
lichen Grenzwerte zustrebt; der Grenzwert der Summe (35) 
fättt verschieden aus für verschiedene Grenzwerte des Ver- 
hältnisses m^in^ . 
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Nach dem vorhergehenden allgemeinen Satze genügt 
es, die Summe (28) für diese spezielle Snmmierongsweise 
zu bilden, d. h. den Orenzw^rt des Ausdruckes 

n = + IH m = +1 14 

(36) 2" 2''[m/7+nö]-* 

für unendlich wachsende Wi , n^ zu suchen. 

Wenn wir, wie in Nr. 6, jedes ganzzahlige Werte- 
paar (m , n) durch einen Punkt der Ebene repräsentieren, 
dessen rechtwinklige Koordinaten m und n sind, so liegen 
die Büdpunkte der Wertepaare (m, n), durch welche die 
in der Summe (36) auftretenden Glieder charakterisiert 
werden, im Innern und auf der Begrenzung eines Becht- 
ecks mit den Ecken 

(37) M""'^^' "'^i)' {+^1? -^i)j (+mi, +%), 
l (— ^1 > + ^i) > 

dessen Mittelpunkt in den Nullpunkt fällt, wiBlchem selbst 
kein Glied der Beihe (36) entspricht. Wir sagen: die 
Summe (36) erstreckt sich über das Innere und die Be- 
grenzung des Bechtecks (37). Unter den unendlich vielen 
Kurvenscharen c^ Cg > • • • ? von welchen in Nr. 7 die Bede 
ist, wählen wir bei der durch (36) charakterisierten 
Summierungsweise eine einfach unendliche Schar derartiger 
Eechtecke, die alle denselben Mittelpunkt und parallele 
Seiten haben. 

Wir nehmen jetzt zwei ganze Zahlen Mq , % an, mit 
der Bedingung, daß 

(38) mo < mj , Uq < Wi 

ist, daß folglich das Bechteck mit den Ecken 

(— mo , — Wo) , (+ Wo , — Wo) , (+ Wo , + no) , 

(— Wo + %) 



(39) I 



von dem Bechteq|| (37) vollkommen eingeschlossen wird, 
und büden die Differenz der über die beiden Bechtecke 
erstreckten Summen: 

(40) Z 2"[«^^+«^"'-2' 2i"["*-"'+»^'*- 

*i = — Wj wi = —tHi fl = — Wo JW = —Wo 

Boehm. Elliptische Funktionen L 7 
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Biese Differenz läßt sich in folgende 8 Summen zer- 
legen : 

(41) 2" 2"^"'' Z 2"^-*. 

n=:— 14 m = -mx n=fio+l m = l 

n=ni m = - 1 n = -iip-1 m=w4 

(42) 2" 2^"'' 2 2^"*' 

fi=fio+lm = -mx n= -fii j» = l 

m 2 2^-*' 2 2^"*' 

» = — Wo Wl = — Wi II = — Wo Wl=lllo+l 

n = -Wq - 1 w = % 

(44) 2'[»^]-'' 2[«^]"'- 

n = -Wi n=Wo+l 

Die Zerlegung wird geometrisch veranschaulicht durch 
Figur 7, deren Sinn wohl ohne weiteres verständlich ist. 
Auf Grund der Identität 

[mi7+n(9]-2=[~m7Z-nö]-2 

müssen die oben aufgeschriebenen Summen (41) , (42), 
(43), (44) paarweise einander gleich sein, so daß wir also 
jeweils statt der Summe zweier nebeneinandenstehenden 
Summen das Doppelte der zuerst geschriebenen in Eech- 
nung setzen können. Wenn wir nun die Zahlen mo und üq 
hinreichend groß wählen, ohne jedoch über ihr Verhältnis 
irgend eine Annahme zu machen, so können wir dadurch 
zunächst den Betrag der Summen (44) unter jede beliebig 
kleine positive Größe herabdrücken, da die Eeihe Dn~^ 
eine konvergente Eeihe ist. Ferner können wir dadurch 
erreichen, daß in sämtlichen Summen (41), (42), (43) nur 
Glieder auftreten, für welche 

(45) |fl|«|w/7+n0| >H 

ist, wo H eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl be- 
deutet. Diese Behauptung stützt sicl^auf die in I^r. 44 
abgeleiteten Eesultate, speziell auf die Ungleichung (5). 
Es soll nun allgemein die Summe 



m=( 



(46) ;^ y[mn+ne]-\ («2>«i,A>A) 

Wl = «1 Ä = pi 
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von welcher (41), (42), (43) spezielle Fälle sind, berechnet 
werden xinter der Yoraudsetzung, daß für alle ihre Glieder 






5? 



>1 



9^ 



S" 






Tf 

i 



rs 



f^ 



15— 



^ 
i 






^ 

ri 






5 



R 






II 



8^ 
I 



1 



«» 



^ 



^ 

^ 












4^ 






im 



f^ ^ 






f 



die Ungleichung (45) erfällt sei, und daß die beiden 



Quotienten 



n 



e 



kleine seien als ein gewisser positiver echter Bruch ^. 



7* 



4 50 DT 7 
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Alsdann ist zunächst nach 2^r. 4, (65) 



(47) 



\[mn+ßi 



+ 



ö]« ' [mn+(ß, + i)e]» 
=1/. 1 



+ ...+ 



[mn+ß^e}» 



e \mn+ ß^e mn+{ßi + i)d 



} 



+ e« , 



wobei 

(48) 



e«| < 



e\ 









Die Summe (46) erhält dann folgende Gestalt 



tn = at 



(49) 



Iv 



V 






^^ "'^+ A ö e^mn+(ß, + i)e ^^ 



tn 



und geht, auf Grund von ISt. 4 (61) über in 



(50) 






+ (/J2 + i)ö 



+ ;>. e«f 



wobei 

(51) 

(52) 
(53) 



e' < 



171 






V 



1-* -üii' |toZ7+/?iÖ|« ' 



e"|< 



171 



fn=at 

V 



«1 = «! 



1 -d^Jm/7+ 08^ + 1) Ö|« ' 
^ 1-0 2j ^ |TO/Z"+nö|» • 



Der Logarithmus in (50) bedeutet die Summe der 
beiden Zuwüchse, welche die Funktion logto auf den beiden 
geradlinigen Wegen zwischen den beiden Werten 

Wi=-ai27+/ffiö und t(?2 = (0^2 + 1)^+ ftö 

einerseits, und zwischen 
1, = (ä2 + 1)/Z+0S2 + 1)Ö und w?4-aii7+ 082 + 1)0 
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andererseits erfährt; diese beiden Wege sind zwei gegen- 
überliegende Seiten des Parallelogramms mit den Ecken 
toi, to^j w^j w^y in entgegengesetztem Sinne durchlaufen 
(Figur 8). 

Die in (51) und (52) auftretenden Summen können 
beliebig klein gemacht werden, indem man ßi bzw. ß^ hin- 
reichend groß annimmt (wiederum Nr. 4, Satz auf S. 15/16), 
die Doppelsumme in (53) wird auf Orund der Voraus- 
setzung (45) für hinreichend große Werte der Zahl H gleich- 
falls beliebig klein gemacht, da nach l^r. 44, S. 92 die 



«— 2W ^o"«*«. 






-7*^3 



Ztr^ 



% 



Fig. 8. 



Wir wenden nun dieses Besultat auf die Summen 
(41), (42), (43) an, indem wir die «i, Ä, «2? Ä speziali- 
sieren und sukzessive setzen 

(41a)ai = —Wi, /8i = — Wi, a^ = — \^ ß^-^—n^—X-, 

(42a)ai = — Wj, )8i = +no+l, «2 = — Ij h'='^\\ 

(43a),ai = — Wj, /8i = — %, ä2 = -~^o~"1> Ä =^o 5 

mit Vernachlässigung von Größen, welche beliebig klein 
werden, wenn m^ und % hinreichend groß angenommen 
werden, ergeben sich für die drei in Bede stehenden 
Summen die Werte 



{41b) 



(42 b) 



(43 b) 



1 

QU 

1 

QU 



log 



log 



log 



— niö 



— TOi/Z— noö 



+(no + 1)6 



— »qÖ 



—mii7+ (»1 + 1)0 



L_TOi TZ + («0 + 1) ö +(«1 + 1) ö 

—mgll — n^ö — TOi 7Z+ («0 + l)ö 
.— TOi/Z— «oö * —mo/Z+ (»0 + 1)0 
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bei der Addition dieser drei Ausdrücke ist der vorliin 
präzisierte Sinn der logarithmischen Zuwüchse wohl zu 
berücksichtigen, was vielleicht am besten mit Hilfe der 
nachstehenden Figur 9 geschieht, auf welcher die den Zijl- 
wüchsen entsprechenden Wege durch Pfeile bezeiclmet 
sind; Strecken, welche zweimal im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen werden, liefern keinen Beitrag zu der Summe; 



''mj [-t(n^'f-f)9 



(n.^)6 



-tn. 



'tnyK^^Q 




'-m^n-'fi^e -n^n.ß 



Fig. 9. 



es sind dies die Strecken zwischen den Punkten 

—m^II—nQO und —mQn—nQÖ 
einerseits, und zwischen 

—m^n+(no + l)e und -mo/7+ K + l)ö 
andererseits. Bas Eesultat der Addition ist 



1 , r -n,e 



öj 



+ 



1 w[ -^0^ 
eil ^ ^L~mo 77- 



en 
1 



noÖj 0/7 



log 



log 



+K+i)0 

-mo77+(no+l)e 



wo der Logarithmus jedes Quotienten die Zunahme des 
Logarithmus auf der geradlinigen Strecke vom l^enner 
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zum Zähler bedeutet; wird diese Bestimmung auch im 
folgenden festgehalten, so ist, auf Orund elementarer 
Eigenschaften der logarithmischen Funktion, der soeben 
erhaltene Ausdruck gleichbedeutend mit * 



(54) 



[ ne 



ne 

log 



log 



ni(-m^i7+K + l)g) 

l (ni + l)Ki7 + niö) J 

«0 (~moi7+(no + l)e) 



L(no + l) K/Z+noÖ) 

dabei ist unter dem ersten Logarithmus die Zunahme zu 
verstehen, welche die Funktion logu? auf dem geradlinigen 
Wege 



von 11? = 1 bis w = 



n. 



Wii7+(ni + l)ö 



erfährt, unter dem zweiten Logarithmus die Zunahme 
auf dem geradlinigen Wege 

von t(7 == 1 bis w = ^^i ~ — TT ) .^ . 

Wo + 1 m^n+nod 

Das Doppelte des Ausdrucks (54) unterscheidet sich 
nun von der Differenz (40), deren Wert wir suchen, um 
eine Größe 

(55) 9?(mo , no , mi , ni , 27, d) , 

deren Betrag unter jede beliebig kleine positive Zahl 
herabsinkt, wenn m^ und n^ hinreichend groß gewählt 
werden. 

Nehmen wir also zwei ganze positive Zahlen Jf , N 
an und fordern, daß 

(56) Jf < Wo < Wj , ^ < no < % 

sein solle, so ist 

(57) lim {(p{mQ , no , m^ , nj , ZT, ö)) « . 
N-00 

Andererseits ist offenbar 

lim <log ' ^ 



(58) 



N:^00 



ni+1 



= Hmt 

^ = 00 



log 



(-n^n+{n^ + \)e) 



]} 



m^n + n^d 



])• 
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(59) 
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no (-mo/7+(no + l)ö) 



lim (log 



N = oo 



\ Lwo + 1 (moll+nod) 



f 



-s-SH=^^^]] 



und folglich 



(60) 



N = oo 



^ ^'[m/7+nö]-2 

n = -fii m = -f»i 



-w^«« 



— mii7+ n^O 



n = + Wo »» = + «lo 



n+n,e jj 



{n = -t- W q w» = -h t wq 



M=oo\n = -tio m = -fHo 



— mo/7+ WqÖ 



TIÖ^^^L moil+w, 



was wir so aussprechen können: 
Der Ausdruck 

(61) 2" Z'[*»^+«^]"*-77ö^*'« 



^l)-- 



Ä = — fl^ fW = — J»i 



— mii7+ n^ö 



. Wj 






strebt für unbegrenzt wachsende Werte der ganzen Zah- 
len t»!, % einem festen Orenzwerie G zu; dieser ist un- 
abhwngig von der Art und Weise, in welcher die Zahlen m^ , % 
wnendlich werden. 

Die Summe (36) konvergiert also gegen einen Grenz- 
wert, wenn 

—m^n-\- ny^O 



(62) 



log 



. m^n -{- n^O . 



gegen einen Grenzwert konvergiert, was dann und nur dann 
der FaM ist, wenn einer der Quotienten m^:n^ oder n^im^ 

einem bestimmten endlichen Grenzwerte zustrebt. 

« 

Damit ist nun der zu Anfang dieser l^ummer (S. 96) 
aufgestellte Satz bereits bewiesen. 
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Wir wollen zum Schlusse noch untersuchen, wie sich 
die beiden, unter den Annahmen 



(63) 



Hmf^) = und (64) lim(^) = 



gebildeten Werte der Summe (36) voneinander unterscheiden. 
Unter der ersten Annahme geht der Ausdruck 

in +1 über, der Logarithmus (62) ist also gleich Null. 
Um den anderen Fall zu entscheiden, setzen wir 

, ^ 2 mi n^{n'e' + WO") + 2n\\d\^ 



Ä = 



m 



J7|2 + n?|ö|2 + 2mi%(/7'0' + iI^'Ö^O ' 



Die beiden reellen Größen ä', a'^ konvergieren unter 
der Annahme (64) gegen IN^ull; der Logarithmus (62) strebt 
also dem Werte -^ni oder —ni zu, je nachdem o^" 
schließlich positiv oder negativ wird; nun stimmt aber 
oi'\ wie man sieht, im Vorzeichen mit dem Momente der 
Größen 77, überein, wenn Wj und n^ so ins Unendliche 
wachsen, daß die Bedingung (64) erfüllt ist. 

(66) Um {log[ -"\f+V ]} = e.i, 
' »14=00, ni=ool L m^n+niO JJ 

wenn 

(67) £ = sgn(/7:ö"-i7''ÖO 

gesetzt wird, d. h. 

€ = +1 für n' e'' - n'' 9' > 
6 = -i für n'e''-n''e' <o. 

Als Eesultat unserer Untersuchung ergibt sich: 
Die beiden Grenzwerte^ welchen die Summe (36) unter 
den beiden Annahmen (63) und (64) für unbegrenzt wachsende 
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Werte von m^ und n^ zustreitj unterscheiden sich um die 

2eni 
Große -jj-^. 

Der Sinn der Differenz wird durch nachstehende 
Gleichung präzisiert: 



n = + «1 m = + mi 






(68) 



mx-<xiy ni=oo i«i = -ni m — '-mx 



„^«.m^mx ^ 2cjri 



mi:ni=0 



Die erste dieser beiden Summen kann auch so er- 
halten werden, daß man zuerst nach m, dann nach n 
summiert; bei der zweiten Summe ist die Eeihenfolge 
der Summierung umzukehren. Den Beweis hierfür möge 
der Leser selbst aufsuchen. Er kann sich dabei etwa auf 
die Besultate stützen, welche oben für die Summe (46) 
gefunden worden sind. 

Die Funktion ^^ (u) = p{u). 
47. liTach (30) ist 

n = +o o n» = j-oo , . ^ 

2L 2L Ir« + i2? ~ ß«"} 



(69) 



n = -oo m= -oo 



/ u\ 

^ ^ ( u\ 



2 » 



die Eeihe rechts konvergiert nach (34) innerhalb des Be- 
reiches Tu gleichmäßig und absolut; dasselbe gilt daher 
auch von der Beihe auf der linken Seite, sofern wir die 
Differenz innerhalb der geschweiften Klammer als ein 
einziges Glied auffassen, dessen beide Bestandteile nicht 
auseinandergerissen werden dürfen. Indem wir diese Be- 
stimmung festhalten, defi/nieren wir durch 
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(70) 



1 



U^ 



n = +o o in = +oo , ^ 



'^^^ ^^ {[u + mll+neY [mn+nO] 

n = -oo m = -oo ^ ' ■ j u • j 



= 5'2W-=p(w)*) 



ein« Funktion für jeden endlichen Bereich Tu . 

Die Werte, welche die Eeihe (26) bei geeigneter 
Snmmierungsweise annehmen kann, unterscheiden sich 
von p{u) nm konstante Größen, nämlich um die Werte, 
welche die Eeihe 



(28) 



n = +00 m = +00 

V V 



^ ^ [mll+neV 

= -00 m = -00 *■ ■■ 



bei gleicher Snmmierungsweise annimmt; so z. B. unter- 
scheidet sich der Grenzwert der Summe (35) für mi = 00 , 
ti^ = oo von p{u) um die konstante Größe: 

^ + lTe^''H m,n+n,e . ' 

Es liegt hier wieder ein Fall des Mittag-Leffler sehen 
Satzes vor. 

Die Doppelsumme SS{u -\- Siy^ . 

48. Die Reihe 

n =jfoo m = + 00 

(27) ^ ^[« + »»77+«Ö]-» 



n = -00 m = -00 



konvergiert für jedes endliche u mit Ausschluß der Werte (1), 
wewn wir eine Summieru/ngsweise zugrwnde legen, hei welcher 
die Summen 



n = +00 m = +00 



(28) . ^ 2'[mII+nd]-'=^'^ 

n — -oo in = — 00 m^n 

und 

n =+0 m =j-oo ^ 

(71) 2 ^'[mn+n0\-^=^'-^ 



*) Wegen der doppelten Bezeichnung siehe S. HO, Fußnote. 



108 



Kapitel Y. Doppelreihen ttMB Partialbrüchen. 



enMiehen Grenzwerten zuatrehen; und zwar konvergiert unter 

, dieser Voraussetzung die Reihe (27) gleichmäßig in jedem 

endlichen Bereiche T^, welcher die Werte (1) nicht enthalt. 

Für ^ =f= , d. h. wenn m und n nicht gleichzeitig 

verschwinden, haben wir die Identität 



(72) 



u + Q Q 



«. + _! 



" «« 




1 + 


u 



und daher 



C^^) 21ju + Q u '^^ Q ^ Q^ +^ fl3 



u 



2 



U 



wenn wir für die drei Eeihen auf der rechten Seite die- 
selbe Summierungsweise wählen wie für die Beihe auf der 
linken Seite. Die Reihe 



(74) 



w 






1 + 



Ü 



konvergiert aber offenbar absolut, d. h. für jede bddebige 
Art der Sommierang; der Beweis dieser Behauptung ist 
durchaus analog demjenigen, welchen wir für die Beihe (34) 
geführt haben; statt (33) erhalten wir die Ungleichung 



(75) 



2^ 

m, n 



W 



''•(i+ä) 



< 



Jlf2 



V 



II 1 



1 -e^ Q^ ' 



m. n 



sonst bleiben alle Schlüsse dieselben. 

Wenn nun bei einer gewissen Summierungsweise die 
Beihe (28) konvergiert, so ist 



(76) 



^ u _ 



m. n 



9». n 



und der Beweis der Aussage über die Beihe (27), welche 
den Gegenstand unseres Satzes bildet, folgt unmittelbar 
IS (73). 
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Wählen wir z. B. die Summierangsweise, welche wir 
bereits für die Beihe (26) diskutiert haben, d. h. bilden 
wir die Summe 

(77) X 2^[u + mn+ne]-', 

fi = — Hl III = — nij 

80 ist die entsprechend gebildete Summe (71) gleich Null 
oder: 

n — +iii iw = +irti ^ 

n = -n, in = -m^ ^ ' -' 

da 

(79) mn+ne = -{-mn-ne) . 

Die entsprechende Summe (28) aber konvergiert unter 
der früher angegebenen Bedingung gegen eilten endlichen 
Grenzwert, und wir können daher, als besonderen Fall 
des allgemeinen Satzes, folgende Behauptung als bewiesen 
hinstellen: 

Die Summe 

n = + «1 I» = +1 1*1 

(80) 2" 2;'[« + miZ+nÖ]-S 

11 = — iij m s= — m^ 

iTO mif m^ und n^ positive ganze Zahlen bezeichnet sind, 
strebt für unendlich wachsende Werte von m^ und n^ einem 
endlichen Grenzwerte dan/n und nur dann zu, wenn einer 
der Quotienten m^ : n^ oder n^ : m^ einem bestimmten end- 
lichen Grenzwerte zu>strebt; der Grenzwert der Summe (80) 
fäJU verschieden oms für verschiedene Grenzwerte des Ver- 
hältnisses m^ini • 

Die Funktion SS^(u) = S(u). 
49. Nach (72) ist 



(81) 



n = +00 m — 4-00 
n = -oo m = -c» 






n = +oo i» = +oo - 
ll=-oo ifi = -oo I J 
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die Beihe rechts — (74) — konvergiert aber, wie wir ge- 
sehen haben, innerhalb des Bereiches T« gleichmäßig und 
absolnt; dasselbe gilt daher auch von der Beihe auf der 
linken Seite, sofern wir die dreigliedrige Summe innerhalb 
der geschweiften Klammer als ein einziges Olied auffassen, 
dessen beide Bestandteile nicht auseinandergerissen werden 
dürfen. Indem wir diese Bestimmung festhalten, defmieren 
wir durch 



n = — oo m = — oo 



eine Funktion für jeden endlichen Bereich Tu . 

Die Werte, welche die Beihe (27) bei geeigneter 
Summierungsweise annehmen kann, unterscheiden sich von 
C(u) um Größen der Form 

(83) • C,-C,'U, 

wo Ol und Cs die konstanten Größen bezeichnen, gegen 
welche die Summen (71) und (28) bei gleicher Art der 
Summenbildung konvergieren; so z. B. unterscheidet sich 
der Grenzwert der Summe (80) für w^ = c» , ni = c» von 
C(u) um die Größe — Og-tt, wo Og den Grenzwert von 

_2_ [ -m^n+n^e ' 

bezeichnet. 

Dlflerentlalglelchimgen zwischen den Funktionen SShiu) . 

50. Zu den Funktionen S^ (u) = p (u) und S^ {u) = C{u) 
gelangen wir auch auf folgendem Wege. 
Die Beihe 

(84) 'S8(«)-:j^=^ ^ [M + m/7+nö]8 

*) Die Bezeichnungen p{u) und C(u) sind yon Weierstraß 
eingefahrt und allgemein im Gebrauch, während M^ay mit den 
Zeichen S^(u) und 5Ju) operiert, durch welche der formale Zu- 
sammenhang mit den Doppelsummen Shiu) (A^3) angedeutet 
wird. Wir werden die M^ray sehen Bezeichnungen neben den 
Weierstraß sehen in beschränktem Maße gebrauchen, nämlich da, 
wo sie gewissen Beziehungen eine einheitliche Form zu geben 
gestatten. 
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konvergiert nach "St. 44 absolut und gleichmäßig inner- 
halb jedes endlichen Bereiches T«, welcher die Werte 

(85) u = mn+ne 

nicht enthält; dabei bedeuten m und n zwei beliebige 
positive oder negative Zahlen oder Null; der Wert « = 
ist aber nicht unter den Werten (85) mitzurechnen, da 
wir das Glied w^ von der Eeihe S^{u) abgetrennt haben. 
Die rechte Seite von (84) darf gliedweise integriert werden, 
wenn der Integrationsweg keinen der Punkte (85) berührt;, 
u = ist als untere Grenze zulässig; das Besultat dieser 
Integration 



(86) 





n = +c» m = +00 



/(-3(^)-^) 



dz 



= _1 y y~/ 1 1 \ 



n = — oo m = — oo 



ist daher gleichfalls eine absolut und gleichmäßig kon- 
vergente Eeihe, wenn wir nur die von der Integration 
eines und desselben Gliedes von (84) herrührenden, in der 
geschweiften Klammer vereinigten beiden Bestandteile nicht 
auseinaziderreißen. Wenn wir nun definieren: 



u 



(87) 



^ -2fl^S,{z)-^yz=^S,{u)==p{u), 





so sind wir in t3T)ereinstimmung mit der Definition (70). 
Durch Differentiation von (87) erhalten wir die wichtige 
Beziehung 

(88) p'{u)==Si{u)^-2S,{u). 

Ganz in derselben Weise und auf Grund derselben 
Schlüsse können wir durch Integration von 2*2 (^) ^^ ^^ 
Funktion 3i{u) aufsteigen; es ist nämUch 

tt 



(89) 



m-S,{'u)==^-flsM-^)dz, 
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woraus wiederum die Beziehungen sich ergeben: 

(90) rM = -pw, 

(91) r(t*) = 2 5'3(w). 

Für ^ ^ 3 ist, da wir eine gleichmäßig konvergente 
Eeihe gliedweise differentiieren dürfen, wenn die Ab- 
leitungen der Glieder eine gleichmäßig konvergente EeLhe 
bilden, 

.(92) ^(Si(«)) = -Ä.Si^,(«), 

dieselbe Eelation gilt aber, wie die Formeln (88) und (90) 
zeigen, auch für % = 1 und h = 2, und also für jedes 
ganzzahlige positive h . Aus (92) folgt unmittelbar 

(^^) Ä ^^'^""^^ = (-1)* . Ä(Ä + 1) . . . . . (Ä + & - 1) . S^^,{u) 

für (Ä, Ä; = l, 2, ...) 
und 

(94) 5i(«) = -tl)!^.S^*-i.(«), 

für (& = !, 2, ...) 
wobei die Bezeichnungsweise 

^(5i(«)) = 5r(«) 

angewandt ist. 

Analytischer Charakter der definierten Funktionen. 

51. Genau wie in N'r. 12 für die Funktionen Si^{u) 
können wir auch für die durch (70), (82) und (2) definierten 
Funktionen Sj^{u) beweisen, daß sie in jedem nicht in 
der Reihe (1) enthaltenen PunMe u = a eine reguläre Potenz- 
reihenentwickelung 

(95) SM = Sß»(M - a) 

besitzen, während jeder PunJct u = mll+nd der Reihe (1) 
für die FunJetion SJ^{u) einen h- fachen Pol darstellt, in 
welchem die Entwickelung lautet: 



^) ^*<^)= [«-miZ-ng]* +^*("-"^^-^^- 
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Periodizität der Funktionen Itlhiu)^ (^^2). 

52. Die Vermehrung des Argamentes einer Funktion 
Sj^{u) j deren Index li größer als 1 ist, um ganzzahlige 
Yielfaclie der Größe +11 oder nm ganzzahlige Vielfache 
der Größe +0 ändert den Wert der Funktion nicht: die 
Funktionen S^ {u) , S^{u)j ... siTid doppelt periodisch mit 
den Perioden 11 j . 

Für h>2 erkennt man dies unmittelbar aus der 
Definition 



n = +00 m = +00 



(2) 



£i(„) = V V 



~^ ^ [tt + TO/I+nö]*' 

ffi = —00 m = —00 -• 



denn es ist 



(97) 



n = +c» m = +00 

= V V 



n = -00. «• = -00 '^ 1 \ • / « j 



= V V 



^ ^ [u + m'n+ n 01» ~ '^*^"^ ' 



n = -c» m'= -00 



ganz ebenso ergibt sich die Identität der Ausdrücke 

SfJlu—II), Sji(u±0) mit dem ursprünglichen Ausdruck 5i(w) *). 

Für h = 2 hat man die absolut konvergente Eeihe 



I) S,iu) = -^ + 



n = +00 m = +00 
n = —00 ffi =: —00 






zum Ausgangspunkt zu nehmen. 

S,{u + II) = 

1 1 



} 



(98) 



n = +ooJ 1» = +00 . 



[M + /7]* 



+2 



n = —00 m = -00 



-^ l[M + (»»+l)/I+nö]« [mll+n0]* 



■ 



Andererseits nimmt (70), wenn unter dem Summen- 
zeichen m durch m + 1 ersetzt wird, die Gestalt an 

*) Der Leser kami den Rest dieser Nummer , sowie die 
folgende Nummer überspringen; er findet die Periodizität der 
Funktion p{u) und die Periodizitätsmoduhi der Funktion C(u) in 
Nr. 55 abgeleitet. Die Legendresche Relation (124) wird in dem 
X. Kapitel, Nr. 91, auf andere Art noch einmal bewiesen. 

Boehm, Elliptische Funktionen L 8 



lU 



(70a> 
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1 



■=*(«') = 



+ 



m = +oo m = -roo 

V Vi 



l • 



Ä ,-fT'ooW«+("»+l)^+n0]* [{m+i)n+ney 



}• 



wo aber jetzt der Akzent an dem Summenzeichen die 
Ansschließnng der Wertekombination m = — 1 , n = O an- 
deutet. Wenn nun durch einen doppelten Akzent die 
Ausschließung der beiden Wertekombinationen m = , 
n = und m = —1 , n = bezeichnet wird, so lassen sich 
die Formeln (98) und (70a) so schreiben: 



(99) 



5'j(« + /7) = 



n = +00 111 = +00 
n = -oo m = —oo 



*2 2\ 

mk — /■»<-. «M — /■»<-. ^»- 



[« + /?]* 
1 



9 I --« 



u 



2 



m 



(100) 



1 l 

+ (w + l)/7+nö]2 [mi7+wö]2/ ' 

1 



1 



+ 



n» 



n = +cx) in = -foo ^ 



il+nö]»}' 



Die Differenz dieser beiden Ausdrücke ergibt, da die 
beiden Doppelsummen absolut konvergieren, und daher 
Glied von GUed subtrahiert werden darf: 

s,{u + n) - s,{u) 

'^ ^ \[(m + 1) n + n 6]» ~ [mn+nef]'] 



(101) 



[(m + 1) n + n 6]» [mn+n0} 

[-2{m n + n ff) n - n»] 

^^^^^ [(m + l)77+nö]*[m/7 + nÖ]«* 



n s — oo m = -oo 

«s+oo m = +oo 

= V V" 



Aus der früher bewiesenen Tatsache, daß die Beihe (14) 
für )^ ^ 3 konvergiert, erschließt man ohne Schwierigkeit, 
daß auch die beiden Beihen 



(m/7+nö)/I 



(102) »i-^ ^ T(mTl)/H-»ö]«[ii»7I+nö] 



2 ' 



(103) T^ 






ti« <-»» IM « -i-ao 



n* 



[{m + l)n + n0]»[mn+nei\* 
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absolut konvergieren; multipliziert man die erste mit —2 , 
die zweite mit —1 und addiert gliedweise, so erhält man 
die rechte Seite von (101); dieselbe ist also gleich — 2ti — Tg . 
Nun ist 



(104) ^ 



= V" 



7» 



1- .^ (TO+l)*»l«i7« 

m = - oo ^ ■' 

n =+oo m = +c» 



y "V n[imn + ne)]-{{m+l)n+ n6) 



n=l »i = -oo 
m=oo 

= -V 



[(m+ l)i7+nö]»[TOi7+nö]* 
+ 1 



^ (m + l)«m«/7« 

m = l ^ ' ' 



j^ ^^^ [(w + l)/7+nö]2[m//+nÖ]*' 



2 



__ "^/z 1 



(105) ^ 



-^ (m + l)2m2I?2 

m = -oo ^ ' / 
n = +0 m =»-f o o 

+22'^ 



il« 



n=l m = -oo 
m = oo 



=2^ 



1 



m 



ij (TO+l)«m«2P 



77* 



n = +oo m = +oo 

+ ^jj^ ^^^ [(m + l)^+w0]2[m/7+wö]2 ' 

folglich verschwindet die Größe — 2ti — Tg und damit 
die rechte Seite von (101) identisch. 

Daß auch +0 eine Periode der Funktion 2*2 (i«) ist^ 
läßt sich durch die analogen Umformungen zeigen. 

Periodizitätsmodiihi der Funktion ^iu) . — Die Legendresehe 

Relation« 

53. Wh* wenden uns nun zu der durch (82) definierten 
Funktion 

C(w) = 3i{u) = — + 



u 



it = +oo m = +oo 



"*"-^ ^ {[u+mn+nO] 

H = -OO m = -oo ^L I I J 



+ 



U 



[mll+n0y 



1 l 

[mn+n0]f' 



8' 



(106) 
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Da auch dieser Ausdruck mit Beziehung auf 11 und 
völlig symmetrisch ist, so genügt es wiederum, zu unter- 
suchen, wie sich die Funktion verhält, wenn ihr Argument 
um die Größe 11 Vermehrt wird. 

w = +o o w* = "^J ^/ 1 A^ TT 11 

+ -^^ 2j \[«+(TO+l)iI+nÖ]"'"[m7I+«Ö]«~[m/7+n6']|' 



n = -c» «i = -oo 



(106a). 



+i+ji+2+i + 



« + 77^ « ^ /P '17 



^JL^ T» = -t-oo . _l TT 11 

+^^^^^ \[w+ (m + l)i7+nö] "i^ [m/7+ nö]2~ [m/Z+nö] / 

wenn auch hier der doppelte Akzent am Summenzeichen 
die Ausschließung der beiden Wertekombinationen m = , 
n = und m = — 1 , n = bedeutet. Ersetzt man in 
(82) m durch m + 1 , so ergibt sich 

-.(«) = |+ 

(107) < n = -|-oo »n = +oo 
+ 



2 Z{ 

n = -oom = -oo ^' 



[it+(m+l)i7+nö] [(m+l)iT+ne]2 [(m+l)i7-f n6 



da in dieser Summe das Indexpaar w == — 1 , n = aus- 
zuschließen ist, so können wir statt (107) schreiben: 



(107a) 






n = +c» m = +oo 

U 



2 I'l 

n = -oo m = -oo ' 



[u+{m+l)n+ne] [(m+l)n+n0Y [(m+l)Zr+nö 



Subtraktion der beiden Ausdrücke (106 a) und (107 a) er- 
gibt, da die -Summen rechts absolut konvergieren, und 
daher Glied von Glied abgezogen werden darf: 



B). 
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3 
S^{u + 11)- Si(w) = jj 

'^^ ^ t[m/7+wö]2 [(m+l)/7+w0]«"^[wi7+nö]2 



fl ^ — OO fA ^ — oo 



+ 



mn+nd ' (m + l)i7+ 



ner 



Addiert man zu der Summe auf der rechten Seite glied- 
weise die gleichfalls absolut konvergente Beihe, welche 
aus (101) entsteht, wenn wir diese mit u multiplizieren, 
80 ändert sich an dem Wert der Gesamtsumme nichts, 
da die Summe der hinzugefügten Beihe nach den vorher- 
gehenden Untersuchungen gleich iN'ull ist; dagegen werden 
durch diese Operation die beiden ersten Bestandteile in 
dem allgemeinen Glied der Beihe (108) beseitigt, und wir 

erhalten 

3 

s^{u + n)- s^{u) = jj 
!"8) 1 -^ yp''( n 1 1 \ 



It ^ — OO 11t =: — OO 



110) 



Die Summe auf der rechten Seite ist wieder absolut kon- 
vergent und daher von der Summierungsweise unabhängig, 
wenn wir nur festhalten, daß die drei in der geschweiften 
Klammer vereinigten Summanden zusammen ein einziges 
imtrennbares Glied bilden; um den Wert^der Beihe zu 
ermitteln, dürfen wir eine beliebige Art der Summen- 
bildung zugrunde legen, also etwa wieder, wie in Nr. 46, 
über ein Bechteck mit den Ecken 

\ (-^ij +^) 

summieren und die SeitenläDgen in einem bestimmten 
Verhältnis m^inx ins Unendliche wachsen lassen: 

3,{u + II)-S,{u)^^ 



+lim 



f}H=oo 

14=00 



n = +ni m = +»4 ^ jj. 



V V"/= 



+ 



.^ .^ {[mll+ndV mll+ne ' (m+l)7I+ 

_» = — »1 1» = — fflj 
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Fun dürfen wir auch die Summe durch Trennung des 
allgemeinen Gliedes in zwei Summen zerlegen, wenn ^wir 
nur für beide Summen dieselbe Summierungsweise an- 
wenden; jeder der beiden Bestandteile wird alsdann von 
dem Grenzwerte des Verhältnisses m^ : n^ abhängen, die 
Gesamtsumme aber davon unabhängig sein, da ja diese 
mit dem Werte der absolut konvergenten Eeihe (109) 
übereinstimmen muß. Wir schreiben also 



(111) 



5',(m+77)-5'i(m)= jj +lim 






_n = -n^ m= -mi *- 



5—1 



+ lim 






» = 4- fii tn — -i- wii . 

^ 2^ \(m + l)77+nö~ m77+ 

n = — fH m =: -nH ^ * 



+ nö}| • 



Nun ist zunächst 



(112) 



i+ 



n 



^ 2ii [m/7+nö]2 

n = — nj »1 = — »»1 *• ■' 

n = +% m = +1»! . 



-iT.V 



^ [TO/7+nö]« ■ 
Ferner zeigt uns eine einfache Überlegung, daß 

1 1 



(113) 



I 



H^ 2j 2a i(m + l)/7+nÖ ~ mn+nO 

n = -ni f» = -ffii "^ \ ' / ' 



-N'ach den Ergebnissen der 'Nt. 4 muß der Grenzwert 
dieses letzteren Ausdruckes gleich sein dem Grenzwerte 

(114) ^ 



d 



■s^H^m) • 



fljSOO 



muß also verschwinden, wenn mj, n^ so ins Unendliche 
wachsen, daß 

(115) 
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Wir können diese Tatsache aber auch leicht beweisen, 
ohne jene Sätze herbeizuziehen. Wenn nämlich n^, mj 
zwei positive ganze Zahlen sind, welche der Ungleichung 

(116) 0<-^JÄ<«<l 



Wi 



n\ 



genügen, so haben wir für jede positive oder negative 
Zahl n, deren absoluter Betrag die Zahl % nicht über- 
steigt, die Ungleichungen 



(117) 



^ Ym.n+nd 



< 



m. 



< 



< 



Mi 



n\ (1 - e) 
2 



+ 



n\ (1 - e) 
2e 1 



Ml 



n\ 



+ 



0\{l—e) ' m^in 



Nun lassen wir die Zahlen m^, n^ unbegrenzt wachsen, 
aber so, daß der echte Bruch e immer beliebig klein an- 
genommen werden darf, d. h. so, daß die Bedingung (115) 
erfüllt wird; alsdann muß der absolute Betrag der Summe 



(118) 



V 



^ —m.n+ne 

n = — iii '■ 






n = -nj '■ 



gegen Nxdl konvergieren; dasselbe können wir ganz ebenso 
für die Summe „ ^^ 

V 1 



(119) 






beweisen. Es ergibt sich also unter der Bedingung (115) 
als Grenzwert des gesamten Ausdruckes (113) der Wert Null. 
Wir kehren zu der Gleichung (111) zurück; die beiden 
Grenzwerte auf der rechten Seite sollen jetzt unter der 
Voraussetzung gebildet werden, daß das Verhältnis n^ : m^ 
dem Werte Null zustrebt [Bedingung (115)]. Mit Be- 
nutzung von (112) und (113) finden wir so: 



(120) S^{u+n)-^S^{u) = n 'lim 

»»1=00 
»4=00 



^ ^ [mn+nOYV 
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Eine Vertauschung der Größen 77, ö in dem Grenz- 
werte auf der rechten Seite von (120) ist gleichbedeutend 
mit einer Vertauschung der Bollen, welche die Zahlen m^ n^ 
spielen; es muß daher auch die folgende Identität bestehen 

(121) 5,(«+^ -.-(«) = ö. Jim 2" 2'wn+^l 

Bezeichnen wir die rechte Seite von (120) mit rjjjj 
die rechte Seite von (121) mit rj^ , mit r , s zwei beliebige 
positive oder negative ganze Zahlen, so ist 

(122) S{u + rn+ 80) = S{u) + rri^ + 8fj^ 
oder, in der Weierstraßschen Bezeichnung, 

(123) C{u + rn+8d) = C{u) + rtijj +8rj^. 

Zwischen den beiden Konstanten i]jj und rj^ besteht 
nach (68) die Belation 

(124) 0'fjjj-n'rj^=^2e7ii, 

"^^^^ 6 = sgn(77'ö'' - 77^^00 . 

Wir fassen das Besultat unserer Untersuchungen zu- 
sammen in dem Satze: 

Die Funktion C{u) i8t nicht periodi8chj aber 8ie zeigt 
ein der Periodizität verw(mdte8 Verhalten. Bei der Ver- 
mehrung de8 Argumente8 um die . Oröße II oder 6 erfährt 
der Funlction8wert einen Tcon8t€mten, d. h. von u undbhä/ngigen 
Zuwachs Tjjj oder rj^ . Die beiden Konstanten rj^j , i]^ heißen 

„Periodizität8moduln^^ der FunJction C(w)/ »te- sind 
Funktionen von 11 und 6 und sind untereinander durch die 
Belation (124) verknüpft, welche als „Legendresche Bela- 
tion^^ bezeichnet wird. 

Aus (122) läßt sich durch Differentiation, mit Be- 
nutzung der Formeln (94), die uns bereits bekannte dop- 
pelte Periodizität der Funktionen Sl^{u) (für h >1) her- 
leiten. 

Homogeneität« — Gerade und ungerade Funktionen. 

54. Wenn wir die Funktionen Sf^{u) als Funktionen 
der drei Argumente u, 11, 6 auffassen und dies durch 
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die Bezeichnung ^^(t^, i7, 6) andeuten, so haben wir auf 
Grund der analytischen Ausdrücke (2), (70) und (82) die 
Identität 

(125) S'ä(Aw, atz, Aö) = A-*.S'ä(w, 77, 6) 

(Ä = l,2, ...), 

d. h. die S^{u^ 11 j 9) sind homogen in u, 11, 6 vom 
Grade —h. 

Da in den absolut konvergierenden Summen der De- 
finitionsgleichungen (2), (70) und (82) zu jedem Index- 
paar (w,n) das entgegengesetzte Paar {—mj—n) vor- 
kommt so lesen wir aus ihnen unmittelbar ab, daß für 
alle h identisch 

(126) S^{u , -77, -Ö) = S,(u , 77, 6) 

ist; wenn also in (125) A = — 1 gesetzt wird, so ergibt sich 

(127) Sj,{-u ,n,Gf) = (-1)* . Sj,{u , 77, ö) , 

d. h. die Si^{u) sind gerade oder ungerade Ftmktionen von u, 
je nachdem der Index h eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

Die ungerade Funktion S2k+i{u) ^iri ^^^^ ^^ 

u 

w = nicht unendlich werden (Nr. 51); daher ist not- 
wendigerweise: 



(128) 



•Sst+iC«) — 



w"+i 



= 0. 

J«=o 



Für ungerade h, welche größer sind als 1, ist infolge 
der Periodizität der Funktion S,^{u) 



^*(-D=^*(+f)' ^*(-l)=^*(+l)' 



die^e Identitäten liefern, in Verbindung mit (127), die 
speziellen Werte 

(129) S2k+x[^ = 0, S-^+idJ^O. 

Die Funktion S^{u) aber erfüllt die Gleichungen 
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welche, in Verbindung mit (127), zu den folgenden Be- 
stimmungen führen: 

(ISO) ,„ = 2S.(D = 2C(D, ,. = 2.-(|)-2c(|). 



Anderer Beweis der Periodizität Ton p (t«) und des Verhaltens der 

Funktion S(t#). 

55. Wir wollen nun von der Formel (127) der vor- 
hergehenden I^ummer eine Anwendung machen, indem 
wir, von der Funktion E^{u) durch Integration zu den 
Funktionen p{u) und C(^) aufsteigend, die Periodizität 
der ersteren und die Periodizitätsmoduln der letzteren 
nachweisen. 

Für S^{u) entnehmen wir also die doppelte Periodi- 
zität unmittelbar dem analytischen Ausdrucke, wie wir 
es in Nr. 52 getan haben. 

Aus Formel (87) in Nr. 50 erhalten wir ohne Schwierig- 
keit die Beziehung 

u 

(131) V{n)-v (i/o) = -2JE^ {z) dz , 

worin das Integral nun eine untere Grenze hat, welche 
nicht zu den Polen der Funktion S^{u) gehört, und über 
einen Weg zu erstrecken ist, welcher keinen dieser Pole 
berührt. Nun ist 

u tt+77 

(132) fs^{z+n)dz=jS^{z)dz = -\\p(u-\-lI)-v{u^-^n)] ; 

«0 «0+// 

andererseits ergibt sich durch Integration der Identität 

(133) S^(z + n) ^ E,(z) 
die Gleichheit der Integrale 

u u 

(134) JS^ {z + 77) dz =fs^ (z) dz , 

««0 «0 

und somit die identische Beziehung 

(135) p(u -f 77) - p{u) = p(u^ + /7) - p(uo) . 
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Daß diese Größe gleich Null sein muß, erkennen wir, 

wenn wir Uq = — — setzen; denn p{u) ist eine gerade 

Funktion (Nr. 54). Also ist 77 eine Periode der Funk- 
tion p(te); ebenso erhält man: 

(136) p(t* + ö)-p(i*) = 0, 

womit die doppelte Periodizität der Funktion pW er- 
wiesen ist. 

Integrieren wir nun die soeben bewiesene Eelation 

(137) p(t^ + /7)-p(w) = 

zwischen den Grenzen u^ und ii, so erhalten wir mit 
Hilfe der aus (89) folgenden Beziehung 

u 

(138) C(«)-CK)=/p(«)«i«, 

Mo 

die Identität 

(139) f (t* -f • U) - K{u) ^ ^uo + n)- C{uo) . 

Um den Wert der von u unabhängigen rechten Seite 

zu ermitteln, wählen wir wieder den Wert Uq = — — und 

berücksichtigen, daß C(t*) nach N. 54 eine ungerade Funk- 
tion ist. So gelangen wir zu der Eelation 

(140) C(t* + 77) - C(ti) = 2 c(^ = rin ' 

der wif, auf Grund analoger Betrachtungen, die folgende 
zur Seite stellen können 

(141) C(i^ + ö)-f(ti) = 2c(|-)«^,. 



2wei einfach periodische Funktionen« 
56. Die Funktion*) 
► WZ(t*)«C(w)--^w 



*) Die Funktion, welche beiHermite (Grelle 1, 84) das Zeichen Z (u) 
fOhrty stinunt mit unserer Funktion (^)Z (u) überein, wenn « := + 1 
isty diagegen mit ^Z(tt) , wenn £ = — 1 ist. M^ray gebraucht für die 
beidenFunktionen(142), (145) die Bezeichnungen WS^ (u) und (^)£; (u). 
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ist einfach periodisch mit der Periode IT; sie erfüllt iden- 
tisch die Beziehung 

(143) (^)Z {u + d) = (^)Z {u) + — '^^'^ '"^^ , 

welche mit Benutzung der Legendreschen Belation (124) 
so geschrieben werden kann 

(144) (^)Z {u + e) = C^)Z {u) + ^^- , 
Die analoge Funktion 



(145) m{u)==C{u) 



e 



ist einfach periodisch mit der Periode und genügt der 
Identität : 

(146) (^)Z (ti + 77) = (^)Z {u) + ^^ • 



Doppelt periodische lineare Aggregate Yon g-Funktionen. 

57. Ein Ausdruck, welcher linear und homogen aus 
einer beliebigen Anzahl n von C-Funktionen verschiedener 
Argumente u — (x^ u — a^ , . . . , u — a^ zusammen- 
setzt ist: 

(147) ^ ^^^^^ ^' ^^^ "" ^^^ "^ ^2 ^^^ - Äg) + • • • 






+ C„-C(m — a„), 
genügt der Gleichung 

(148) |A« + r/7+«Ö) = A«) 

l +iG, + C^ + ...+Gn){rr]jj + ave)^ 

ist also doppelperiodisch mit den Perioden ü, 0, wenn 
die Summe der Koeffizienten Cjt gleich !^ull ist. 

Dasselbe gilt natürlich von dem durch eine willkür- 
liche Konstante X vermehrten Ausdruck (147): 



(U7a)P + ^^-^(«-«^) + ^*- 



C{u — «j) + . . . 
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(2) 



Ble Funktloiieii IShW ausgedrückt durch die §h{u), 
58. Da die Beihe 



\-h 



n = -oo m = — oo 



für A ^ 3 absolut konvergent ist, so dürfen wir ihre Summe 
in der Weise bilden, daß wir zunächst alle zu einem und 
demselben Werte von n gehörigen Olieder zu einer Summeen 
vereinigen und hierauf die einfach unendliche zweistrahlige 
Beibe aller s^ addieren; nun ist 

(149) 8, =^[(m + nef) + m iT]"» = f»(« + « , 77) 

m = -oo 

und folglich 

(150) S^(u) =^I(w + n ö , 77) . ♦) 
Die Beihe 



n — —oo 



(70) 



p{u)^S^{u)^ — + 



u 



2 



fi = +c» m = +oo 



V n = -oo fn = -oo ^ •- I I j L I j -^ 



dürfen wir, indem wir eine schon mehrfach angewandte 
Art der Summenbildung zugrunde legen, in die Form 
setzen: 

~ n = + «1 »n = + «4 



(70a) 



5*2 (ti) = lim 



1-2 



«ii=oo Ln = -fij ffi = -mi 

-lim ^ ^'[TOiZ+«0]« 

*«i=ooL«=-«i «» = -«»1 

flj äOO 



sofern wir in beiden Summen dem Verhältnis m^ : % den- 
selben Grenzwert erteüen. Den zweiten Bestandtdl der 
rechten Seite von (70 a) haben wir schon in Nr. 46 unter- 

•) Der Leser, welcher die in den Nummern 46—49 durch- 
geführten Untersuchungen nicht verfolgt hat, kann von hier so- 
gleich zu Nr. 59 überspringen. 
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sucht; sein Wert ist nach Nr. 53 mit -jj zu bezeichaen, 

wenn die Bedingung (115) eingeführt wird, was darauf 
hinausläuft, daß in den beiden Doppelsummen zuerst nach, 
m, dann nach n summiert werden soll. Daher ist 



(151) 



p (u) « lim < > lim 



{n=+ni 
^ lim 
n = -ni «1=00 

lim r^Mt^ + nö, 77)1- ^ 



m = +»1 

^(t^ + m/7+wö)-2 



n 



g fi»=+«. 



« = -«1 sin^ 



/Z2\^«,]^ . 2(w + nÖ)jr| 17 



77 

Nun läßt sich aber zeigen, daß die Eeihe 

(152) 2j ~7T{ü+^&)li 

77 

absolut konvergiert; es kann daher in (151) die durch die 
Bezeichnung angedeutete Beschränkung der Summations- 
weise aufgehoben werden, und wir dürfen schreiben: 

n = +00 ^ 



(153) pw=-ä^- y 



J. Vn 

772 ^ ^.^^ (^ + ng);T 77 • 



n = -oo sin^ 



77 



Der versprochene Konvergenzbeweis, welcher diese Dar- 
stellung rechtfertigt, kann folgendermaßen geführt werden: 

Ist a=»a' + »öt'' eine nicht reelle komplexe Größe, 
so haben wir 

miocTi = 77-7(6"**'^"'*«" — «-«♦«' e^«") 

|sinÄJi|2 = |(^»«'c-««" — c-''**V*")(e-''**'c-^«" — e***V*') 
^ 1(^2^«" ^ ß-a««" _ 2 cos2 nx") . ^ 

Setzt man also: 

— »^»V+tV , -^ = T = T'+»r', 



^ 
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so ergibt sich, da r'^ nach Voraussetzung nicht Null sein 
darf: 

sin*jr(v + wt) I 

sin2^(v± {n + 1)t) ; 

^2«(v"dL»r") + g-SnCr-inr") _ 2 COS^j 



wonn 



also 



^1 = 2ji{v'± 71 tO ; Ö2 = 2ji{v' ±{n + 1)t') , 

1 COSßi I < 1 j I 008^2 I < 1 • 



Für w = +00 geht der Wert des oben angeschriebenen 
Quotienten (in beiden durch die doppelten Zeichen an- 
gedeuteten Fällen) über in 



dagegen in 



ß-2jtr" ^ wenn r'' > , 



^+2«r'' ^ ^enn t'' <.0 ; 



es ist also stets 



(154) 



lim 

n=oo 



sin^Ti — = 



u + nd 



u±(n + l)e 



eia^ji 



n 



<i, 



und somit ist das Gauchysche Konvergenzkriterium für 
beide Strahlen der Beihe (152) erfüUt. — 

Dasselbe Verfahren ergibt für C(^) folgende Dar- 
stellung: 



(82a) 



f(«) = - + lim I X Z' K« + «^+ » ö)-i][ 

"*!=«> ln= -% m= -«4 ' 









(155) 






■ fii m= — lÄf 



1 



C(«) = lim( 2'fi(« + n0, /Z)}+ ^ 
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Den Formeln (150), (153), (155) treten drei .andere 
znr Seite, welche durch Vertanschnng der Größen 11 und 
entstehen : 

(150a) Si,(u)=^^h{u + mn,e) f ür Ä ^ 3 



» = -oo 
m = +<» 



(153a) p(«) = ^- y. 



m = -oo gin» 



% 



{u + mlTjTi e 



e 



(155a) C(w) = -jt • lim < ^ cot 



^^±^' {u + mlTjji 

ut 

Im = — ifii 







}+T- 



Andere Herleitung dieser Aasdriicke für piu) und ^(u) • 

59. Die Formeln (153) und (155) können wiederum 
auf anderem Wege, nämlich durch Integration der für 
Ä ^ 3 gebildeten Formel, hergeleitet werden. Wir stützen 
uns auf die Beziehungen 



(156) p(u)^-^- 



u 



p(u)- 



W 



u= 



(157) f,(«)_-^- 



w 



^2(«)- 



w 




tt 



(158) 



S^iu + ne)- f2(nö) = -2f^^{z + nö)(fo . 





Aus den Definitionsgleichungen der Funktionen p{u) 
und f2(^) ergibt sich aber, daß 

u=0 



(159) 



p(u)- 



u 



a 



(160) 



l»(«) - 



_ J^ V J_ ^ 



n»^m» 3/7« 



»=0 — m=l 

sdn muß; folglich erhalten wir: 

(161) p(«) = f,(«)- _^+ "^"[f,(„+nÖ, 77)-f,(«ö,fl)]. 



3J7 



n = — oo 
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Die Summe rechts ist absolut konvergent, wenn die 
Differenz in der eckigen Klammer als ein einziges Glied 
betrachtet wird; wir können sie in zwei Bestandteile zer- 
legen, müssen aber dann beide in derselben Weise sum- 
mieren*), z. B. 

p(«) = Um{ 2^Wu + nd, II)\ 

(162) J v-~:i , 

-lim 2:hine,II)\-^jj^. 
Vergleichung mit (151) ergibt 



(163) 






ein Ausdruck für die Konstante fjnj welcher, wie man 
ohne Schwierigkeit erkennt, mit den früheren Darstellungen 
in Übereinstimmung ist. Durch Yertauschung von 27 und 
erhalt man: 
(164) 



Ve 






Nun integrieren wir die Beihe (162) noch einmal nnd 
madben von den Beziehungen Gtebrauoh 



(165) 



(166) 



C(«)-l = -/*(p(.)-^)d., 

.0 

U 

f,(«)_i = -|(f,(,)_^)d., 



(167) f,(« + n Ö) - |,(n 0) = - /f , (« + n ö) d« . 



*) Diese Einschränkung erscheint überflüssig, wenn wir von 
der in Nr. 58 bewiesenen Tatsache Gebrauch machen, daß die 

Reihe ^hi^ + ^ ^ i /Z) für jeden Wert von u absolut konvergiert. 
Boehm, EUiptisehe FanktioDen I. 9 



V 
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So erhalten wir 



(168) 






n.= -oo 



2;fi{«+nö, /7)-2;'fi(nö, II)\+U' 



/z 






Vn- 



d. h. die Darstellang (155). 

Anmerkung über nicht polarisierte periodische Funktionen. 

60. Aus den Formeln (150), (153), (155), (150a), 
(153a), (155a) lassen sich, mit Benutzung dessen, was 
uns über die Funktionen Sj^{u) bekannt ist, die wichtigstea 
Eigenschaften der Funktionen •^«(te), im besonderen die 
doppelte Periodizität der Funktionen S^ {u) , S^(u)j ... 
und das der Periodizität verwandte Verhalten der Funk- 
tion Sj^{u) ohne weiteres ablesen. 

Es mag noch auf eine interessante Analogie aufmerk- 
sam gemacht werden. In Nr. 40 haben wir einfach 
periodische Funktionen, welche in beiden Eichtungeu 
polarisiert waren, dargestellt als Summen von f^-Funk- 
tionen in endlicher Anzahl. Z. B. wurde eine solche 
Funktion, welche innerhalb des Periodenstreifens /x A-fache 
Pole und sonst keine Unstetigkeiten besäße, in die Form 
gesetzt werden können 

Co + Ci • Sh{u — «i) + Cg • Sk{u — o,) + ... +c^ . h(u — a^) . 

Die Formeln (150), (153), (155) liefern solche Darstellungen 
nun auch für Funktionen, welche innerhalb des Perioden-< 
Streifens unendlich viele Pole haben. Betrachten wir 
nämlich die Funktion Sf^{u) als periodische Funktion mit 
der Periode 77, so hat sie innerhalb eines Periodenstreifene) 
unendlich viele Pole Ä-ter Ordnung, welche eine arith- 
metische Eeihe mit der Differenz 6 bilden; in der Un- 
.endlichkeit häufen sich diese Pole; es kann daher eine 
derartige Funktion, wie man leicht einsieht, nicht polaxi- 
'^rt sein. Wir wollen die Tatsache konstatieren: 
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Die doppelt periodischen Funktionen Si^{u) sindy wenn 
man sie als einfach periodische Funktionen auffaßt j nicht 
polarisiert. 

Desgleichen sind die in den Nummern 56 und 57 mit 
Hilfe der Funktion C{u) konstruierten periodischen Fwnktionen 
nicht polarisiert. 

Sechstes Kapitel*). 

üntersucliung gewisser Doppelprodukte. — 
Die Funktion o{u). 

Beftnition der Funktion oiu) durch ein bedinget konyergentes Pro- 
dukt für welches die Art der Produktbilduni^ yorgesehrieben wird. 

61. Das Produkt 

n = +oo m = -foo 

(1) -'Tin'h^nTT^} 



n = -oo m- — oo 



konvergiert nicht (ibsolut; es konvergiert aiber hei geeigneter 
Art der ProdukthUdung gleichmäßig innerhalb jedes endlichen 
Bereiches der Variablen u; und zwar konvergiert es stets ^ 
wenn die Summen 

(2) y. >: \„^! .. . y. y 



^ ^ [m/Zrf nöl« ' ^ ^ [mn-\-n0\ 

M = --oo m = — OO •■ •* n= -oo m = — oo^ ■" 

bei entsprecherider Art der. Summ^nbildung konvergieren. 
Daraus foljrt nach Nr. 46 und Nr. 48 als besonderer Fall: 
Das Produkt 

(3) p-^.--^- = « n n{^ - inr^} 

n = -nx m = -nit 

strebt für unendlich wachsende m^j n^ einem Grenzwerte 
dann und nur dann zu, wenn der Quotient m^ : n^ oder 
«1 : mi einem bestimmten endlichen Grenzwerte zustrebt; der 
Grenzwert des Produktes (3) fällt verschieden aus für ver- 
schiedene Grenzwerte des Quotienten m^: n^. 



*) Der Leser, welcher den in früheren Fußnoten als möglich 
bezeichneten abgekürzten Weg befolgt hat, muß die beiden ersten 
Nummern dieses Kapitels überspringen und mit Nr» 63 beginnen. 

9* 
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Daß das Produkt (1) nicht absolnt konvergiert, fol^ 
ans der Definition der absoluten Konvergenz für ein Doppel- 
produkt und dem Umstände, daß die Eeihe 

n =+oo m = +oo ^ 

V 



(4) 2* 



n = -oo m = -oo 



^ Imll+nO 



divergiert (Nr. 45). 

Haben wir in der Ebene, in welcher wir die Zahlen- 
paare m , n repräsentieren, eine geschlossene Kurve c^ iin<l 
eine andere, die erste umschließende Kurve Cg , so können 
wir das Produkt, welches sich über das ganze Innere der 
Kurve c^ erstreckt, zerlegen in das Produkt P«^ über dajs 
Innere und die Begrenzung der Kurve c^ und in • das 
Produkt der übrigen Olieder; für diese ist, wenn die 
Kurve Ci entsprechend gewählt wird, [w/Z+nöj größer 
als eine beliebig groß angenommene Zahl und daher 



wo £ eine beliebig kleine vorgelegte positive Größe be* 
deutet. 

Nun ist 



u« 



(6) { 4/ t*8 



= 1 f=r-. 7r + 



mll+ne ' (mll+ne)^ 



■ ^-(i) ■ 



O^ 



Der Faktor 381-^1 ist eine nach Potenzen von -^ fort- 
schreitende konvergente Eeihe, deren Olieder sämtlich die 
Form haben 



^ (uV ^ vT 



f » 



(mll + ne) 

wo ür eine rationale Zahl bedeutet; sie beginnt mit einem 

u 
von -^ freien Oliede, dessen Zahlenwert gleich ^ ist. Die 

Eeihe konvergiert auch noch, wenn man \Q\ für Qj und 
an Stelle von u eine positive Zahl M setzt, welche größer 
ist als der größte Wert, welchen \u\ innerhalb des be- 
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taracbteten (übrigens beliebigen) endlichen Bereiches an- 
nehmen kann, nnd wenn man alle Glieder mit positivem 
Vorzeiclien versieht. Wird der Wert der so entstehenden 

m M bezeichnet, also 



Beihe mit K, 
(7) 

gesetzt, so ist gewiß fär alle v, des Bereiches 



(8) 



^"'"Ißj 



^ -^mtn • 



Ferner muß für alle u des Bereiches 



(9) 



Q 20* 



+ 



< ei^i I2öi^ 



sein. Wenn daher die endliche positive Größe 



M M* 

+ 



Jf».Z„.„-el«l «i«i' = 0„.„ 



(1.0) 

gesetzt wird, so können wir, die Identität (6) in der Form 



(11) 



u 



U tf* 



.(.- 



A..n(«) 



) 



schreibend, sagen, daß für alle u des Bereiches stets 

(12) |/;»,nW|<0^,n 

sein muß. 

u 



Bilden wir nun das Produkt aller Faktoren 1 



deren Indexpaare in dem Kaum zwischen den beiden oben 
definierten Kurven o^ und c^ repräsentiert sind, so haben wir 



T-r/ t^\ "^-21 Iß "^ 



— u 

Yü* 



■) 



m,n 






^..n(M) 



)- 



WO das Produkt rechts und die Summe in dem Exponenten 
der e-Funktion über dieselben Indezpaare zu erstrecken 
sind. Das Produkt 



(U) 



n{\- 

»i,n ^ 



ü^ 



■) 
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ist nun der Best eines unbedingt konvergenten Produktes, 
da* die Eeihe 



^ \Q\» 

konvergiert. Gmo.no bedeutet die größte unter den Kon- 
stanten Gfn^n] das Indexpaar niQ, fiQ ist offenbar dasjenige, 
für weicht | ß | = | m /7 + w ö | den kleinsten Wert hat. 
Dieser Best muß daher, wenn die Kurve Cg sich in die 
Unendlichkeit ausdehnt, ganz unabhängig von der Art 
und Weise, in welcher das geschieht, gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergieren, welcher um so näher an 
der Einheit liegt, je kleiner die der Bedingung (5) zu- 
grunde gelegte Größe e angenommen wird, d. h. je weiter 
sich das Innere der Kurve Cj erstreckt; die Gestalt dieser 
Kurve -spielt dabei nur insofern eine Bolle, als sie durch 
die Forderung (5) bedingt wird. Der Grad der Annäherung 
kann durch bloße Fixierung der Größe e bestimmt werden. 
Sonach ist es ledigUch die Exponentialgröße 

(16) e*»»» , 

welche einen wesentlichen Einfluß auf den Wert des Pro- 
duktes (13) ausüben kann; sie konvergiert in demselben 
Sinne wie das soeben behandelte Produkt (14) gegen die 
Einheit dann und nur dann, wenn die Kurve Og so ins 
Unendliche geht, daß die über ihr Inneres ausgedehnten 
Summen ^ 

(17) 2l2 "°^ 2l2^ 

konvergieren, und zwar gegen denselben Grenzwert kon- 
vergieren, welchem die über das Innere der Kurve c^ aus- 
gedehnten Summen (17) zustreben, d. h. wenn c^ und c^ 
zwei Individuen einer und derselben Kurvenschar vor- 
i^ellen, von der Art, wie sie im ersten Kapitel in Nr. 7 
beschrieben und durch (106) andeutungsweise bezeichnet 
wurde; denn alsdann stellt der Exponent der Größe (16) 
den Best einer konvergierenden Doppelreihe dar, welcher 
dem Werte Null um so näher kommt, je kleiner die 
Größe £ 'angenommen wird. 
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Wir können also, unter diesen Yoraussetztuigen, den 
Eest des ganzen Produktes (1), welcher sich über die 
außerhalb der Kurve c^ liegenden Punkte (m, n) erstreckt, 
als eine endliche Größe betrachten, welche der Einheit 
beliebig nahe gebracht werden kann, dadurch^ daß die 
Größe e der Ungleichung (5) hinreichend klein angenommen 
wird. Damit ist die Konvergenz des Produktes (1) in dem 
Sinne, in welchem unser Satz sie behauptet, erwiesen. 

Welcher Wert nun dem Produkt (1) beizulegen sei, 
das hängt von der Wahl der Kurve c^ ab, für welche die 
einzige aufgestellte Forderung (5) noch einen unendlichen 
Spielraum läßt. Von den beiden Bestandteilen des Pro- 
duktes (13), welches nun über das Innere der Kurve c^ 
zu erstrecken ist, wird aber wiederum nur der erste, 
d. h. die Exponentialgröße (16) mit der Gestalt der 
Kurve c^ variieren; die verschiedenen Werte, welche das 
Produkt (13) erhalten kann, unterscheiden sich demnach 
-nur durch einen Exponentialfaktor der Form 

(18) e ^* , 

wo die Konstanten oc und ß nichts anderes sind, als die 
Differenzen der Werte, welche die über das Innere der 
Kurve c^ erstreckten Summen 

(19) 2"^ und 2"^ 

bei verschiedener Gestalt dieser Kurve annehmen können. 
Um diese Verhältnisse an einem besonderen Falle 
überschauen zu können, legen wir als Kurve c^ (wie schon 
bei früheren Untersuchungen) ein Bechteck mit den Eck- 
punkten 

(20) (-mi,~ni), (+mi,-Wi), (+Wi,+Wi), (-mi,+Wi) 

zugrunde. Die Forderung (5) kann bei dieser Wahl jeder- 
zeit dadurch befriedigt werden, daß die kleinere der 
beiden Zahlen m^ , n^ hinreichend groß angenommen wird; 
der Eest des Produktes (1), d. h. das über das Äußere 
des Rechtecks (20) erstreckte Produkt wird hierdurch un- 
abhängig von dem Werte des Quotienten mj : Wj , der Ein- 
heit beliebig nahe gebracht werden können. Das über 
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das Innere des Bechtecks (20) erstreckte Produkt stimoat 
mit dem Produkte (3) überein und kann auf Grund von 
(11) in die Form gesetzt werden: 



(21) 



n = +n, m = +mi n = +»4 m = +»»i 



— 11*1 w = — lij tn — — nij 

n =+»»1 m =+»4 



p+»Hi+**i — ni t p n=— nifii = — i»! I» = — lij m = — m^ 



•JTiT'(>--^)- 



fl ^ ~" Wi JA = — IWi 

Der Grenzwert des Produktes 

(22) .-jTjfl'-^)., 

welches ja absolut konvergent ist, hängt nicht von dem 
Quotienten m^ : % ab und möge mit a{u) bezeichnet wer- 
den. Die Summe, welche in dem Exponenten des Ex- 
ponenüalfaktors mit —u multipliziert ist, verschwindet 

identisch, für die zweite, mit — ^ multiplizierte Summe 

haben wir (Nr. 46) den Ausdruck 

als Grenzwert gefunden. Es ergibt sich also 

(24) hm [PJ:S^;t"„\] = e ^ „J=„ '.a(M). 

i%=oo 

Dieser Ausdruck zeigt deutlich, in welcher Weise* unser 
Produkt von dem Grenzwerte des Quotienten n^ : m^ ab- 
hängt; wählen wir ihn z. B. gleich Null, so geht der 
Wert (23) (vgl. Nr. 46) über in 



und es ergibt sich als Grenzwert des Produl^tes (3) die 
Größe „ „« 

(24a) e"^^.ö(t*)==WH(i*). 
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Definitton der Funktion aU$) dureh ein absolut konyergentes 

Produkt 

62. Nach dem, was wir in der vorhergehenden Num- 
mer gesehen haben, läßt sich also der Ausdruck (1) sehr 
wohl zur Definition bestimmter Funktionen verwenden, 
wenn wir ihm noch eine Angabe über die Art der Produkt- 
bildung beifügen. Wir können aber, an die Identität (11) 
anknüpfend, noch in anderer Weise jenes Ziel erreichen; 
bilden wir nämlich das unendliche Doppelprodukt, nicht 

u 
der Faktoren 1 — ^ , sondern der Faktoren 

P5, {(,_»).eJ*Ä}_(,_^gM), 

SO ist dies nichts anderes als das absolut und gleichmäßig 
konvergente Produkt a{u)y für welches wir also eine neue, 
von der Art der ProduMbildung unabhängige Definition er- 
halten in dem Ausdruck 

(26) «(«) = «-JT JT' 1-^-e^-^- , 

tro die in der geschweiften Klammer vereinigten beiden Fak- 
toren eine untrennbare Einheit bilden. 

Auf diese Definition werden wir uns im folgenden 
meistens stützen, da sie vor der anderen den Vorzug der 
absoluten Konvergenz voraus hat. 

Neue Begründung« — Zusammenhang mit S(te)* 

63. Die analytischen Ausdrücke, welche in den beiden 
vorhergehenden Nummern direkt untersucht worden sind, 
werden gewöhnlich durch Integration aus der Funktion 

C(w) hergeleitet. Für C(u) haben wir in Nr. 49 (82) 

die gleichmäßig und absolut konvergente Doppelreihe 

CT c(.)-i-^ 2'Uö-s + Ä} 

n = -oo m = -oo 

aufgestellt; integrieren wir dieselbe Glied für Glied, was 
nach bekannten Sätzen erlaubt ist, zwischen den Grenzen 
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«0 and « aaf einem Integrationswege, welcher die Punkte 
u = —ii vermeidet, so ergiebt sich die wiederum gleicli- 
mäßig und absolut konvergente Beihe 

/(,.,-i).=f;f[.o.(^)-^+^] 

S'aoh dem Hilfssatze 

(29) e-^— S"'"-jfj JJe-— , 

dessen Bedingungen hier erfüllt sind, ist dann 

/("■)-t)" 



(30) ^ 



'=[f/f|(> + ^'"*,^^ 



ein absolut und gleichmäSig konvergentea Produkt. Da 
die Indizes m , n alle positiven und negativen Weorte 
durchlaufen, so ist es offenbar nur eine formale, nicht 
materiale Änderung, wenn wir statt ß schreiben —Q, 
und wir haben, wenn wiederum 



) a{u) = « 

etzt wird, die Beziehung 



;jf7f{('-^)-***"^} 



:«)-«• e« 

««). 



"(«) 

a'ju) dlogp{M) 
(i(») " du 
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Analytischer Charakter der Funktion a(u) • 

64. Die Funktion a(u) hat in der ganzen unendlichen 
Ebene der Variablen u den Charakter einer ganzen tran- 
szendenten Funktion. 

Denn jeder Faktor des gleichmäßig und absolut kon- 
vergierenden Produktes (26) läßt sich in der Umgebung 
jedes Punktes w=ä der Ebene in eine konvergente Potenz- 
reihe entwickeln; dasselbe gilt daher von dem Produkte 
selbst. 

In dem Punkte u = oo hat die Funktion o(u) eine 
wesentliche Singularität. 

Denn es gibt keine Potenz u-^ , so daß w* • a{u) 
für u = oo endlich würde. 

Die Funktion o(u) hat in den Punkten 

(33) u = j u ^ mn+ n6 , 

wo m und n beliebige positive oder negative ganze Zahlen 
oder Null bedeuten, einfache Nullstellen, und sie hat keine 
anderen NuUstellen als diese. 
Es ist 



(34) 



a{u) 



L u 



= 1 , [o\u)],^o = 1 

eine Bestimmung, welche, mit der Differentialgleichung (32) 
zusammen, die Funktion o{u) vollständig definiert. 

Vermehrung des Argumentes um ganzzahlige YieUache 

Ton n und S • 

65.*) Zur Herleitung weiterer Eigenschaften der Funk- 
tion o{u) wird uns folgendes von Nutzen sein: Da die 
beiden unendlichen Doppelprodukte 

(35) a(«+a)-(«+a)J7 JJ' (l + ü+^j-e""^*^^, 



n = -oo«i = -ooV^ ' } 



(36) 

n = -oo «1 = -oo 



*) Der abkürzende Leser gehe sofort zur folgenden Nummer 
über; er findet in Nr. 67 das Verhalten der Funktion a(u) bei 
Vermehrung des Argumentes um ganzzahlige Vielfache von 77 
und in anderer Weise abgeleitet. 
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absolut konvergent sind, so kann man ihren Quotienten 
bilden, indem man Olied durch Glied dividiert und das 
Produkt über alle diese einzelnen Quotienten erstreckt 

^' ^ 'ii = -oom = -ool^ ' ^ 

Das auf diese Weise erhaltene neue Produkt, welches 
eine iweite Darstellung für die Funktion a(u + a) liefert, 
muß wiederum absolut konvergent sein; man erkennt dies 
übrigens auch unmittelbar aus der Form des allgemeinen 
QUedes 

da in der uaoh steigenden Potenzen von -^ fortschreitenden 

Kutwiekelung desselben die eiste und zweite Potenz fehlen. 
Vm die Formel (37) aus (35) und (36) herleiten zu 
köuu^^u» müssen wir natürlich annehmen, daß a + Q=^ 0, 
d^ h^ daß m nicht mit einem der Werte (33) zusammen- 
tiUlt^ Lassen wir nun diese Beschrankung fallen und 
»^U^u etwa m^ n^ so ist eine Modifikation des Yer- 
Itahr^us notw^^ndig« Statt der Größe (36), welche für 
^ ^ li id^Mit«$eb vi^fsebwindet^ betrachten wir die folgende : 






m i -CO »s -oo l ^ ' 



a-a 



%s;^ lik^r «w^<^ Akieat an dem Produktzeichen das Fehlen 
st^*^ V^^iMKt b^a^'^bnet« welcher d^m Indexpaare m = — 1 , 
H v^ Ml^tyimbl uvid d«^ Produkt identäsclf gleich Kuli 
^H^vt^^^l^ Vkiixxl^; iti^ Zerie^^oiig des Produktes in zwei Teüe: 









2Q» 

« cv» = -c« II =£ -ao ai = -oo 



^"^V uuv uuiv^^ 4^Mr \^mi«KSs$«Hsuii^ gestattet, daß wir die 
^SH^^H^tHUiuu^v^ iiu )l^x.(^M)l^tltlNl dei$ £xponentialfaktors 
U^v^ vM^^%^^^^u ^^tJÄv^b^^ätr^ÄUU)l erstrecken wie das Doppel- 
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prodnkt; als solchen wählen wir wiederum das variable 
Bechteck (20) und erhalten so zunächst für das Produkt 
den Ausdruck 



n =: +»1 m = +ini 



•» = +••, 



^*'^'1L IL \ mn+ne i~ Il\-m.n+ndi' 

n = -rit m= -mi ^ ' ^ hs-Hj^ * ' ' 



welchem wir den Wert +1 erteilen können, indem wir 
das Eechtcck so ins Unendliche sich ausdehnen lassen, daß 

Uml— ^)=:0; diese Bestimmung ist dann auch für die 

Doppelsummen festzuhalten; es ist daher, wie in Nr. 53 

(42) w'JL=n vv'J_ = :^ 



^^fi""^' j^^ ü^~ n 



m 



m 



zu setzen; die hieraus sich ergebende Formel 

o{a) 



(43) 



a 

n\ 



ftjj-n 



= /Z.c 



2 



a=JI 



bildet das Gegenstück zu (34). 

Dividieren wir nun den für a^ 11 gebildeten Aus- 
druck (35) durch die Größe (43), so erhalten wir, bei 
sorgfältiger Berücksichtigung der durch Akzente von den 
Produkten ausgeschlossenen Faktoren, zunächst die modi- 
fizierte Gleichung (37): 

n 



(44) 



'n 



n=:+oo m = +oo 



a{u + 11) '6 



2 



-«JT m + öTn) 

fl 5= — OO 1W= — oo 



n = +oo m=+oo « tt*+2J7w 



JT n^^ 



20» 



n — ~oo m = -oo 



die beiden Doppelprodukte auf der rechten Seite sind in 
Reicher Weise zu bilden; von dem ersten ist das Index- 
paar m = — 1, n = Oj von dem zweiten das Indexpaar 
m = , n = auszuschließen. 

Wir machen nun von der folgenden Identität Ge- 
brauch: 



142 Kapitel VI Doppelprodukte. — Die Funktion a{u) . 



(45) 



u u^ + 2un 



u 



+ 



u 



2 



+ 



uIP 



+ 



Q + n • 2(fl + /7)* 



Ü^Q + n) ' 2Q^Q + n)^ ' 



sie versagt für Q = 0, d. h. m = 0, n = und für Q = — -iT, 
d. h. w = — 1, n = 0, worauf wir Bücksicht nehmen 
müssen. Die rechte Seite von (44) stellt sich nun dar 
als Produkt der zwei Faktoren 



(46) 



und 



(47) 



n = +00 »» = +00/ 

-JT n'{{ 

n = -oo m = -oo l ^ 



1 + 



U 



, g (fn+l)/7+nö 2[(«i+l)/7+n 



(W + 1)/Z+WÖ 



) 



n = +oo tn = +oo 
fi = — oo tw ^ — oo 



17» 



ö«(fl+/7) 



n = +00 m = +00 
n = — oo m = -oo 



Der erste von diesen ist ein absolut konvergentes Doppel- 
produkt, in welchem der Index (m + 1) zugleich mit m 
alle ganzzahhgen positiven und negativen Werte annimmt; 
das Indexpaar w + l«0, n = ist ausgeschlossen; der 
Ausdruck (^6) stimmt also offenbar mit —o{u) überein; 
die Exponentialgröße (47) aber ist, gemäß den in Kap. V, 
Nr. 52, 53 ausgeführten Summierungen (101) und (109), 

identisch mit e""'^, und wir können daher für (44) 
schreiben: 

(^8) o{u+n) = -o{u).e'^^''^^l 

Ganz analoge Betrachtungen führen zu der Identität: 

(49) a(u + ö) = -a(w) • e^^^'^^f . 

Werden mit r und 8 irgendwelche positive oder 
negative ganze Zahlen bezeichnet, so ist 

(48 a) 



a{u + r II) = (-ly o{u) ' e 



Vjj{ru + 



2 



■) 



(49 a) 



<7(m + «ö) = (— l)'o(M)-e 



.M'**-^) 
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Ersetzt man in (49a) u durch u+rll und benutzt (48a), 
so erhält man 

f o{u + rn-\-8e) 

^^^ 1 =(_i)r+.a(t*)./"'^^"'^"^*^'''^'''^'"'^''^^'"''% 

während sich, wenn in (48a) u durch u + sd ersetzt und . 
dann (49 a) benutzt wird, für dieselbe Größe der folgende 
Ausdruck ergibt: 

I a{u + r 11+86) 

Da die rechten Seiten der Gleichungen (50) und (51) für 
beliebige ganzzahlige r und 8 übereinstimmen müssen, so 
kann man daraus schließen, daß die Größe 

(52) nVe-OVn 

ein ganzzahliges Vielfaches von 2jii sein muß. Nun 
wissen wir aber biBreits, daß dies stets der Fall ist; denn 
die Legendresche Eelation [Kap. V, Nr. 53, (124)] sagt 
aus, daß die Größe (52) den VTert ±2ni hat, je nach- 
dem das Moment der Größen i7, positiv oder negativ 
ist. Wir woUen nun diese Belation dazu benutzen, der 
Identität (50) eine andere Form zu geben, in welcher die 
Symmetrie in Beziehung auf 11 und deutlich zutage tritt. 

— {r^rijjn+8^ri^e) + r8nri^ 

auf Grund der Legendreschen Belation ist 

also geht (50) über in folgende Beziehung j welche die beiden 
Identitäten (48) und (49) in eine einzige Qleiohwng zusammen- 
faßt und 8omit das Verhalten der FunJction o{u) hei Ver- 
mehrung de8 Argumentes um ganzzahlige Vielfache der 
Größen II, vollständig charakterisiert: 

(53) a(w + riI+«ö) = (-l)'+'+''.a(t*)./''^^'''^v ^""^. 
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Homogeneltät 

66. Wenn wir die Funktion a{u) als Funktion d&r 
drei Argumente u, 11^ 6 auffassen und dies durch die 
Bezeichnung o{u, 11, 6) andeuten, so entnehmen wir d&r 
Definition (26) unmittelbar die Identität 

(54) o(ku, Xlly Xe)=k*a{uj /Z, ö) , 

d. h. die Funktion o{u) ist in u, 11,6 homogen vom Qrade 1 • 
Das Doppelprodukt (26) kann, da es absolut kon- 
vergiert, in der Weise gebildet werden, daß zu jedein. 
Indexpaar (m, n) das entgegengesetzte Paar (— m, — n.^ 
vorkommt, daher muß die identische Beziehung bestehen 

(55) o(u , -n, -6) = a{u , /I, ö) , 

welche in Verbindung mit (54), wenn dort X^—1 gesetzt 
wird, zu dem Besultate fährt 

(56) a(-w,/7, ö)^ o{u,n,e), 

d. h. die Funktion a{u) ist eine ungerade Ftmktion von u . 

Andere Ableitung der Resultate Ton Nr. K. 

67. Die zuletzt ausgesprochene Eigenschaft der Funk- 
tion a{u) kann dazu dienen, ihr Verhalten bei Vermehrung 
des Argumentes um ganzzahlige Vielfache von 11 und 
aus dem Zusammenhange herzuleiten, welcher zwischen 
den Funktionen C{y) und a{u) besteht. Wir haben: 

(32) • ^ = m , 

o{u) 

log[a(w + n)] — log[a(w)] = i;/7' « + konst. , 

(57) a(tt + 17) = Co{u) • e''^'' . 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C setzen wir 

ii = — — und erhalten so, auf Orund von (56): 

n_ 

(58) C e'o' * , 



^ 
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80 daß (57) übergeht in 

(48) ö(w + 77) = -o(w) . e^^ ^ "«■) . 

Ganz ebenso läßt sich die zweite Belation 



K) 

gewinnen. 



(49) o{u + e) a(u) . e^^""^ 



Einfaeh periodisehe Funktionen, welche mit c{u) zusammenhängen, 

68. Wir betrachten die beiden Funktionen 

^*) 
(59) WH(i*) = o(tt)-e" «^ , 



(60) (^)H(w) = a(t«).e 2ö ^ 

deren erste nns bereits am Schlüsse der I^r. 61 begegnet 
ist. Sie hängen mit den in ISt. 56 definierten Punktionen 
zusammen durch die Beziehungen 

(61) SfTw " ^ ^"^^^"^" ^"^^ ^ ^"'^ ^"^ ' 

(62) ^^ = d log[WH («)] = m («) . 

Ihre Funktionalgleichungen sind 

(63) WH {u + n)^ -WH (t*) , 



(64) (^)H (w + Ö) = -WH (tt) . e ^ 

(65) (^)H(w + Ö) = -(^H(t*), 

(66) (^)H(ti + 17) = -(^)H(i*) . e^"^^'"^^^ , 

wenn wieder e = sgn {II'Ö'^ — WO") gesetzt wird. Daraus 
folgt: 

Die beiden Funktionen (59), (60) sind periodisch; 
(^)H(w) besitzt die Periode 2/7, (^H(w) besitzt die Pe- 
riode 2 0. 



•) Wenn 8gn(/7'ö''— /7^'Ö0 = + 1 ist, so stimmt die Funktion 

^^^H (u) bis auf einen konstanten Faktor mit der Funktion überein, 
für welche Jacobi rund Hermite das Zeichen H (v) verwenden. 

Boehm, Elliptische Funktionen I. .10 
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Doppelt periodische muItiplikatiYe Aggregrate yon <j-Fiinktloneii« 

69. Wie wir in Nr. 57 durch lineare Zusammensetzxuig 
einer gewissen Anzahl von C-Funktionen mit verschiedenen 
Argumenten doppelt periodische Funktionen bilden konnten, 
so werden wir nun versuchen, derartige Funktionen zix 
erhalten in der Form eines Produktes von a-Funktionen. 

Indem wir den Ausdruck (147 a) der Nr. 57 integrieren 
und von den Logarithmen zu den numeris übergehen, er- 
halten wir — abgesehen von einem willkürlichen und für 
unsere Zwecke unwesentlichen Faktor — die Funktion 

(67) M(u) = e^'''[o(u-oc,)f^'[o{u-x^)f*' . . . .[a(w-a„)fn, 

deren Verhalten bei Vermehrung des Argumentes u um 
die Größen 11 und 6 wir nun direkt untersuchen wollen. 
Auf Grund von (48) haben wir die Identität 

(68) M{u + n)==e ^^ ^f ^ 'M{u), 
worin zur Abkürzung 

C^i + C2 + ... + 0« = 2C , 

«1 Ol + «2 C^2 + • • • + Äf» C'n = 2(X C 

gesetzt ist. Soll der Exponentialfaktor den Wert 1 er- 
halten, so muß sein Exponent ein ganzzahliges Vielfaches 
von 2 7ii sein, welches wir mit 2m7ii bezeichnen wollen. 
Damit dies identisch, d. h. für jedes u, stattfinde, muß 
der Koeffizient von u verschwinden, oder mit anderen 
Worten, es muß 

(69) 2*0 = Cj + Cg + . . . + On = 

sein, eine Bedingung, welche wir bereits in Nr. 57 als er- 
füllt annehmen mußten, wenn der Ausdruck (147a) eine 
doppelperiodische Funktion darstellen sollte. Diese hier 
wie dort notwendige Bedingung ist aber in dem vor- 
liegenden Falle nicht wie in dem früheren zugleich auch- 
hinreichend. Vielmehr haben wir außerdem zu fordern, daß 

(70) in-r]jj2:aC=^2m7ti 

sei, und ferner, weil M{u) auch die Periode besitzen soU: 
"1) XO — f]^* 2(xC = 2m'7ii ; 
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w' bedeutet, wie m , eine beliebige positive oder negative 
ganze Zahl. Ans (70) und (71) folgt durch Elimination 
von X: 

• 
Auf Grund der Legendreschen Eelation geht diese Be- 
dingung über in die folgende: 

(72) 2(xG = e{m'n—me), 

und ist also gleichbedeutend mit der Forderung, daß 

(73) öCi(7i + öC2C2+ ... +öc„Cn = p/7+aö 

sein soll, wobei mit p und q irgendwelche positive oder 
negative ganze Zahlen bezeichnet sind. Für X ergibt sich 
dann aus (70) oder (71) der Wert 

C^^) ^--PVn + ^%' 

Soll der Ausdruck (67) eine meromorphe Funktion 
darstellen, so müssen die Exponenten Cj , G2, . . . , Cn 
ganze Zahlen sein, welche nicht alle gleiches Vorzeichen 
haben können, da das Verschwinden ihrer Summe eine 
unserer Bedingungen ist. Wir können folgenden Satz 
aussprechen: 

Bezeichnen 

(75) m^ , mg , . . . , m^ 

(76) n^ , n^^ • • • ? ^^ 

zwei Orwppen gcmzer positiver Zahlen^ welche der Bedingung 

(77) m^ + ^2 + • • • + W/t* — (^1 + ^2 + • • • + Wy) = 
genügen, ferner 

(78) (Xi j (X2 j • . • j oCfi 

(79) ßii ß2J " '^ ßy 

zwei Gruppen beliebiger komplexer Größen, von denen Iceine 
zwei sich um eine Größe der Form rll+sO fr und 8 
gcmze Zahlen) unterscheiden, während die Bedingung 

fQn\ l (^iÄ+^2i^2+ • • • +nyßy) — {miai+m2(X2+ . . . +m;,a^) 
^^^M =p77+gö 

10* 
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(p und q ganze Zahlen) erfüUt istj so stellt dt/ AusdnicJc^ 

(81) e^'^ "" ''^" . M^-A)]'^'M^-/^2)] '^ • . . . • [a(tt - /?.)]~- 



ifn. 



[o{u — «i)]"** • [0{U — «2)]"** • . . . • [^(« — Ä/i)]' 

eine unbeschränkt meromoi^he Funktion von u dar^ welche 
die Perioden 11 und besitzt j in den Pu/nkten (78) ihre 
einzigen Pole, in den Punkten (79) ihre einzigen NuUsteUen 
hat, mit den durch (75) und (76) gegebenen Ordnungszahlen.^ 

Die Funktion o(u\f ausgedrückt durch die Exponentialfunktion, 
und die Sinusfunktion In der Form einfacher Produkte und Reihen« 

70. Die durch (59) definierte Funktion WH(w) ist 
nach den Untersuchungen der Nr. 61 darstellbar dorcfa. 
das Produkt (3), wenn wir den Orenzwert des Quotienten 
^1*^1 gleich Null annehmen, wenn wir also zuerst m^ 
unendlich groß werden lassen, dann n^ . 

Nun istfürwi4=0: ^^f^ß 

u mll 



mll+nd 



1 + 



f olgUch : 



lim 

ni,soo 






jn =: — lllj 



lim 



mll 

fflsfüj 



» = -m, ^ J 



lim 

inx=oo 




jn = — i»x 



-ne 8m-J(«-«ö) 



« — nö 




(82) (fl)H(«) = — .8in4^ 

71 11 



lim 



sin 



TT 



TT 

TT 



(-nö) 



n = +fH sin^:=r (le — n ff) 



n= -% 



BUi;^ (-» Ö) 



') 



*) Man kann diese Formel auch beweisen, indem man den 

durch (61) gegebenen Zusammenhang der Funktionen ^^^H (u) und 

^^Z(u) beachtet und von der Formel (155) des fünften Elapitels» 

"'r. 68, Gebrauch macht. So wird der Leser verfahren, welcher 

T« 61 überschlagen hat. 



r 
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Dieses einfach unendliche zweistrahlige Produkt kann 
als einstrahliges Produkt in der Form geschrieben werden: 

k /m../ X n , 7iu mr n ^ n ^ 



n=l 



sin-y^ (— n ö) • 8in-=r (n ö) 

wo die in geschweifter Klammer vereinigten Faktoren zu- 
sammen ein Ganzes bilden. Eine einfache Umformung 
dieser Klammergrößen gibt dem Produkte die Oestalt: 



n=oo I Sin* 



(84) 



»=i ein* „ 



n 

oder aach; / Sn« 

. (85) (^H(«) = ^siny.J|^| ^^, 

worin die Konstante q die Bedeutung hat 

(86) q = e ^ . 

Für das Folgende wird es uns nützlich sein, den Modul 
dieser Größe q zu berechnen. Wenn wir, wie früher, 

setzen, so ist 

(87) |g| = e"" ^'•+^"' 
und folglich 



(88) • •*' ^ ^ ' "^^^ ^ ^ sgn(/r'r - /Z^'ÖO -- +1 ist, 






g| > 1 , wenn e = sgn(/7'ö'' - /T'^öO = -1 ist. 
Im ersten Fall ist die Eeihe 



n3=oo 




(89) lal* + |3|* + |3|«+... -Xkr". 

im. zweiten die Beibe 

(90) |g|-« + |g|-4+|g|-«+ ^\g\-i 



n=oo 



n=l 



(95) 
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konvergent; wir können beide Fälle Znsammenfassen in 
der Aussage: Die Reihe 

(91) \q\^' + \q\^' + k^ + . . . =!Z^kl'*" 

n = l 

ist sUU Iconvergent; daher muß auch das ProduM 

(92) rfiX-aq^^") 

n=l 

absolut Tconvergieren, wenn mit a eine ganz heliebige endliche 
Größe bezeichnet ist. 

Es soll nun aus (83) ein sehr wichtiger analytischer 
Ausdruck für die Funktion (^)H(w) hergeleitet werden. 
Führen wir, um kürzer zu schreiben, die Bezeichnung ein: 

(93) e"^ = w , 
so haben wir zu setzen: 

/QA\ , nu 1 w^ — 1 

// 2% w 

sin-^==r(w — nö)-sin-r=r(w + nö) ,^ o o ^x/-. • « -x 

jj\ J n^ ^ ^ (1— «?-2gr2««)(l— t|?2g2e,i) 

sin-y^(— nö)-sm-^(nö) ^ 

Aus (83) ergibt sich dann zunächst: 



(96) WH(w) = 



27ii w 



j^f (l-t^-^g^^'')(l-t<?gg^^") ) ■ 



Identifizieren wir nun £ mit der in (88) und schon früher 
eingeführten Oröße 

£ = sgn(/r'ö''-iT''öO, 

so ist das Produkt ' ^^^ 

(97) . 77(1 ~(Z''") 



n:rl 



nach dem, was wir soeben festgestellt haben, absolut kon- 
vergent; sein Quadrat ist daher gleich dem Produkte 



n=oo 



(98) 77(1-«*'")% 



n=l 
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welches ebenfalls absolut konvergent sein muß. Gk^nz 
ebenso sehen wir ein, daß, weil die Produkte 

(99) fjiX-^'^ 3^*") Tind JJ{1 - w^ g«'") 

n=l * n=l 

in der Form (92) enthalten sind, anch das Produkt 



n=oo 



(100) /7<(1 - W-^q^^*'){l - M?2g8.n)J 



n=l 



absolut konvergieren muß, so daß wir für (96) schreiben 
können 



n = oo 



(101) (-)H («) = ^ . ^-i ^^^i— „^ . 

77(1 - g«")2 

Wir setzen nun ""* 

102) (;(«)«) = (w« — l)fl(l - w-«3«'")(l - w«}*»-) =^aiw" 

n=l i=-iii 

und suchen die Koeffizienten dieses Polynoms zu berech- 
nen. Zunächst ist 

(103) a.m = (-1)"*-^ • q'**^^'^-^^^ . 

Für die übrigen Koeffizienten erhalten wir eine Ee- 
kursionsformel, indem wir die Funktion g{q^'w^) bilden. 
Es ist nämlich 

(104) g{q'' w^) = ^, _ ^,„. • g{w') , 

wie man leicht aus der Produktdarstellung (102) erkennt; 
also muß die Eelation 



(105) (i(?2_g2efH).^a^g2e*^2* ^ (^2^2«(»H+1) _ l)^at 



^2* 



identisch für jedes w erfüllt sein; berechnet man auf beiden 
Seiten den Koeffizienten der Potenz w^*, so ergibt sich 
für zwei aufeinanderfolgende Koeffizienten des Polynoms 
(102) die Beziehung 

(106) «t = ^^ 1 1 .».0^,.) ^ •«*-!, 
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welche, in Verbindung mit dem Werte (103), zu dem all- 
gemeinen Ausdruck führt: 

r at = (-l)*-i.g'*(*-i) 

(107) l (1 — gat(«t-t+2)) (1 — g2*(~i-*+8)) . . . (1 _ g2e(2fH+l)) 

1 ' '^ (1 - q^') . (1 - q^') ... (1 - g2'(*+«i)) • 

Lassen wir nun n^ unendlich werden, so konvergiert 
der Nenner von (107) gegen den endlichen Grenzwert des 
konvergenten Produktes (97), während die im Zähler stehende 
Größe 

(1 — g2e(ni-*+2)) (J _ ^2e(i4-t+8)) _ . (1 — g2*(2iH+l)) 

der Einheit zustrebt; denn sie vereinigt n^ + Tc Faktoren 
desselben Produktes (97), welche dem (ni -— fc + l)-teii 
folgen, muß also, gemäß dem Konvergenzkriterium für 
(97), dem Werte 1 beliebig nahe gebracht werden können, 
dadurch daß % hinreichend groß gewählt wird. Es er- 
gibt sich demnach bei dem Übergang zur Grenze folgender 
Wert für a^ 

(108) lim[ai] = (~l)*-i.g'*(*-i) 

«1=«» Ln=l 

und das Produkt, welches wir oben (102) mit g{w^) be- 
zeichnet haben, nähert sich der zweistrahligen einfach un- 
endlichen Beihe * = +<» 

(109) y{w^)^2^a,w'^. 

Diese Annäherung, welche zunächst nur als eine formale 
anzusehen ist, erweist sich als eine wirkliche Annäherung, 
wenn die Konvergenz der Beihe (109) dargetan werden 
kann; d. h. es wird alsdann der Grenzwert des Produktes 
(102) mit dem Grenzwerte der Beihe (109) übereinstimmen. 

Die zweistrahlige Beihe (109) konvergiert absolut, 
wenn unter der Bedingung, daß die positive ganze Zahl m 
hinreichend groß gewählt wird, die beiden Ungleichungen 
erfüllt sind 



77(1 - g«-) 



= (X]t 



(110) 



(111) 






W 



2 



<i, 



W 



-2 



<1. 



r 
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Nun ist vermöge (108) 

(112) ^«»-Hl « ^-m =« g2.» « /"*• -ff- . 

es handelt sich also dämm, den Modul der Größe 

(113) ^-n-(-*±«) 

f^ wachsende Werte der ganzen Zahl m zu untersuchen. 
Dieser Modul ist, wie eine einfache Bechnung ergibt, gleich: 

f1i4\ -^7f^^[«m(n'(r-n"öOi(n'«"-ii"uO] 

Wenn nun m unbeschränkt wächst, so wird, welches 
auch der Wert von u=^u' + iu^' sei, der erste Posten in 
der eckigen Klammer den zweiten dem absoluten Betrage 
nach überwiegen, sein Vorzeichen wird das Vorzeichen des 
gesamten Exponenten bestimmen; da 

6 = sgn(77'ö''-Zr'öO 
und also 

e{n' 6'' - n'' 6") > 

ist, so ist der Exponent der Größe (114) für hinreichend 
große m stets negativ, die Exponentialgröße selbst also 
kleiner als 1. Damit haben wir das Bestehen der Un- 
gleichungen (110) und (111) und die absolute Konvergenz 
der Beihe (109) nachgewiesen. 

Indem wir nun mit diesen Besultaten zu dem Aus- 
druck (101) zurückkehren, können wir den Satz aufisteilen: 

Wenn 

.e_ 

g = /*^ , 6 - sgn(i7'0'' - ü'^eO 

TT /n=oo x-3 

gesetzt wird, so laß sich die FunJction (^^H {u) in die folgende 
zweistrahlige Beihe entwickeln: 



(116) (^)H (u) » H .^7- 1)*-' • ff'*^*"'^ • «^^*''^ "^" , 
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welche für jedes u absolut Iconvergiert. Faßt man in dieser 
jeweils die beiden zu den Indizes 

1c = 1 und Tc = —l + l (2 =-1,2,...) 

gehörigen Glieder in ein einziges zusammen, so erhäU maiv 
für ^^^H{u) die einstrahlige trigonometrische Reihe: 

(117) Wh iu) = 2Hi 'Ti- ly-' g''('-i) . sin ^^^""^^ — . 

Für die Funktion (^)H(w) [Nr. 68, (60)] erhält man 
analoge Produkt- und Eeihenentwickelungen, indem man 
überall die Größen /Z und miteinander vertauscht. 

Jeder der Ausdrücke (82), (83), (84), (85), (116), (117), 
liefert auch eine Darstellung der Funktion o{u) , welche 
sich ja von der Funktion (^)H(w) nur durch den Faktor 



ß2/7 

unterscheidet. 

Wir knüpfen an die Eesultate dieser Nummer nocb 
die Bemerkung an: 

Die Funktionen ^^^H(u) und (^)H(w) sind, als periodische 
Funlctionen mit den Perioden 211, 2 bzw. nicht polarisiert; 

denn ihre nach Potenzen von 

fortschreitenden Entwicklungen [(116) und die analoge] 
enthalten unendlich viele negative Potenzen dieser Größen. 

Siebentes Kapitel. 

Arithmetisehe Betraehtangen über Kongruenzen 

komplexer Zahlen. 

Zur Orientlerang. 

71. Die Eigenschaft der Funktionen Sj^(z) (Ä ^ 2) , bei 
Vermehrung des Argumentes um ganzzahlige Vielfache 
zweier nicht in reellem Verhältnis stehenden Größen, welche 
wir ihre Perioden nannten, unverändert zu bleiben, legt 
es uns nahe, nun den Begriff der doppelten Periodizität 
zu entwickeln, wie wir im vierten Kapitel den Begriff der 
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einfachen Periodizität auseinandergesetzt und für die Unter- 
sncliung der Funktionen Sh{z) , 0(2;) fruchtbar gemacht haben. 
Wir beginnen, wie dort, mit rein arithmetischen Betrach- 
tungen; das Kapitel, in welches wir jetzt eintreten, bildet 
die unmittelbare Fortsetzung von Kap. IV, erste Hälfte. 

Erweiterter Begriff der Kongruenz. 

72. Wir knüpfen an die Bezeichnungen der Nr. 28 
und die dort bereits abgeleiteten Eesultate an, verstehen 
also unter 77 und wieder zwei komplexe Größen mit 
nicht verschwindendem Moment. 

Zwei -M-Werte t*i , ^2 > deren Differenz sich linear und 
homogen mit ganzzahligen Koeffizienten durch 77 und 
ausdrücken läßt: 

(1) Ui'^U2=^mn+n6, 

heißen kongruent nach dem Modul (77, 6) oder, wenn 
der Modul nicht zweifelhaft sein kann, schlechtweg kon- 
gruent. Gleichheit wird auch hier wieder als spezieller 
FaU der Kongruenz betrachtet. Zur Bezeichnung der Kon- 
gruenz dient das Symbol 

(2) Wi = ii2(niod(77, ö)) 

oder, wenn der Modul sich aus dem Zusammenhange er- 
gibt, schlechtweg 

(2a) % ^ 1^2 • 

Nach Gleichung (4 b) der Nr. 28 ist jeder beliebige i*-Wert 
einem Werte oc n + ßO kongruent, wo (x und ß positive 
echte Brüche bezeichnen: 

(3) t^ = a77+)8ö(mod(77, Ö)) ; 0^(X<1, 0^/?<l, 

oder etwas allgemeiner, wenn u und Uq ganz beliebige 
Werte bedeuten: 

(A) u = Uo + ocn+ßd{mod{n,e))', 0^a<l, 0^^<1. 

Im besonderen ist jeder unendlich große Wert von u 
einem der Ausdrücke Uq + ocll + ßO kongruent, wo Uq 
einen willkürhch gewählten Wert, oc und ß aber positive 
echte Brüche bezeichnen. 
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Repräsentation In der Zahlenebene« — Kongmenzenparalielo- 

gpramm« 

73. Die Bildpunkte zweier nach dem Modul (ZT, 0) 
kongruenter ti- Werte in der Gauß sehen Zahlenebene heißen 
wiederum kongruente Punkte; die Verbindungsstrecke 
zweier kongruenter Punkte dieser Art ist Diagonale eines 
Parallelogramms, dessen eine Seite ein ganzzahliges Viel- 
faches der Strecke ZT, dessen zweite Seite ein ganz- 
zahliges Vielfaches der Strecke ist. 

Wenn wir in dem Ausdruck (xn+ ßO die reellen 
Koeffizienten a , ß zwischen und + 1 variieren lassen, 
so umfaßt er alle Punkte innerhalb eines Parallelogramms 
in der w-Ebene, dessen Begrenzung gebildet wird von den 
geradlinigen Verbindungsstrecken der Punktepaare und iT, 
d und d + n, und Ö, 11 und 11+6. Ein solches 
Parallelogramm nennen wir ein geradliniges Kon- 
gruenzenparalleiogramm für den Modul (/7, 6). 
Der Flächeninhalt des geradlinigen Kongruenzenparallelo- 
gramms für den Modul {11, 0) ist gleich dem numerischen 
Wert des Momentes der beiden Größen ZT, 6 [Nr. 28, (3)]. 
Statt durch die Punkte Ö, /Z, 11+ 6, 6 können die be- 
grenzenden Geraden auch durch vier Punkte UQjUQ + üy 
UQ + n+6, Uq + d gezogen werden, deren erster ein 
ganz beliebiger Punkt der le-Ebene ist. Die Punkte im 
Innern des Parallelogramms sind alsdann die Bildpunkte 
der in dem Ausdruck Uq + »11+ ßO enthaltenen w-Werte. 
Die Formeln (3) und (4) besagen: Jeder PunM der Ebene 
ist einem Punkte Tcongruent, welcher im Innern oder auf 
einer von zwei zusammenstoßenden Begrenzungsgeraden eines 
beliebigen Kongruenzenstreifens gelegen ist Im besonderen 
ist jeder unendüch ferne Punkt einem solchen Punkte 
kongruent. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir ein 
für alle Male die beiden zusammenstoßenden Begrenzungs- 
Hnien, welche den Werten a = und /8 -= entsprechen, 
zu dem Kongruenzenstreifen rechnen, während die beiden 
anderen, da sie nur Punkte tragen, die den Punkten jener 
beiden BegrenzungsUnien kongruent sind, nicht mehr als 
zu dem Streifen gehörig betrachtet werden soUen. Bei 
dieser Festsetzung können wir den oben angeführten Satz 
*nfach so formulieren: 



r 
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Jeder Punkt der Ebene ist einem Punkte eines be- 
liebigen KangruenzenparaUelogramms kongruent. 

Dieser Satz bleibt auch dann bestehen, wenn das 
Parallelogramm, statt von geraden Strecken, von krummen 
Linienzügen begrenzt ist, sofern nur die Bedingung hin- 
zugefügt wird, daß eine Begrenzungslinie nicht durch zwei 
kongruente Punkte hindurchgehen (also auch nicht sich 
selbst schneiden) darf. 

Wir können uns die ganze Zahlenebene lückenlos mit 
Kongruenzenparallelogrammen überdeckt denken, indem 
wir parallele Begrenzungslinien durch alle Punkte der 
Menge u^ + m 11+ nö(m,n = 0,l,2,...) hindurchlegen. 

Sätze über komplexe Größen, zwischen welchen lineare homogene 
Relationen mit reellen Koeffizienten bestehen« 

74. Zwischen drei beliebigen komplexen Größen 11, 0, H 
besteht immer eine lineare homogene Relation mit reellen 
Koeffizienten: 
(5) a/7+&ö + cH=0; 

denn entweder verschwindet das^Moment von zweien dieser 
Größen, etwa der Größen 11 und ; dann besteht schon 
zwischen diesen beiden allein eine lineare, homogene Be- 
lation mit reellen Koeffizienten [vgl. iNr. 28, (2)]; oder 
aber das Moment dieser beiden Größen ist von !Null ver- 
schieden; dann sind die beiden linearen Gleichungen 

I aW +be' +cH' =0, 
^^^ \aW' + be" + cW' = 0, 

m 

in welchen nur reelle Größen auftreten, nach a und b auf- 
lösbar, wenn für c ein beliebiger von Null verschiedener 
Wert gesetzt wird; so besteht also dann eine Belation 
der Form (5), in welcher wir, unbeschadet der Allgemein- 
heit, c = — 1 annehmen dürfen: 

(5a) aü+bO^H . 

Zwischen m beliebigen komplexen Größen bestehen also 
immer m — 2 lineare homogene ReUUionen mit reellen Koef- 
fizienten. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem 
eine solche Eißlation ganzzahlige Koeffizienten hat. Wir 
wollen den Satz beweisen: 
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Besteht zwischen m komplexen Größen ü^, 11^, . . . , ZZ^ 
eine lineare homogene Relation mit ganzzahligen Koeffizienten: 

(7) 2>i A + l?2 /Ig + • • • + Pm^m = , 

so sind diese m Größen lineare und homogene Funktionen 
mit ganzzahligen Koeffizienten von höchstens m — 1 Größen 
Pj , Pg , . . . , Pi , welche ihrerseits linear und homogen mit 
ga/nzzahligen Koeffizienten durch die ursprünglichen m Größen 
Hu 112 y • • • > ^m ausgedrückt werden können; d. h. wir 
haben die doppelte Beziehung: 



(8) 



(9) 



' n^ = «11 Pi + «12 Ps + • • • + «1* P* j 

^2 =^ «21 Pl "I" «22 P2 + • • • + «2* P* ? 
, n^ = «ml Pl + «m2 P2 + + «wt P* > 

Pi = rn /7i + rig/Zg + . . . + nm/?« , 

Pg = rgi /7i + r22 /72 + • • • + ^2m //m j 



Pt = rti /7i + rts i72 + ... + nm A 



m > 



worin alle Koeffizienten g^^, fa» ganze Zahlen bedeuten. 
In der Eelation (7) können einige der Größen 11^, 
..., n^ fehlen; es sind dann einfach die entsprechenden 
unter den Koeffizienten p^, . . . , p« gleich Null zu setzen. 
Von den nicht verschwindenden möge Pi , den kleinsten 
absoluten Betrag haben; dann können wir durch Division 
die Gleichungen bilden: 

(10) P2=«2Pl+^2; P8 = «3Pl + ^s; •••; Pm — «mPl + r 



m > 



'^o ^2 j «3 > •••>«»! bestimmte, positive oder negative ganze 
Zahlen, r^ , rj , . . . , r^ ganzzahlige Beste bezeichnen, welche 
sämtlich dem absoluten Betrage nach kleiner als Pi sind. 
War einer der Koeffizienten von (7), etwa pi , gleich Null 
gesetzt worden, so ist natürlich auch für gi und r< der 
Wert Null anzunehmen. Die Eelation (7) geht über in 

(11) p,{n, + q,n2 + . . . +g^/7J + r^n^ + . . .+r„n^ = o. 

In dem besonderen Falle, daß etwa sämtliche Beste fg, 
, r,» verschwinden, ist die Bichtigkeit unseres Satzes 



• . 
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ohne weiteres einzusehen: wir haben dann ajif Grund von 
(11) die Beziehungen 






(12) , „ „ 

^ ' * TT- r^ , TT P . 

d. h. die m — 1 Größen TZg , . . . , IIj^ würden die Bolle 
der Pi , . . . , Pi spielen. Ist aber ein Teil der Beste von 
Null verschieden, so verfahren wir f olgendiermaßen : wir 
setzen zunächst 



nr = n, + q,n, + ...+q^n^; m^ = n,; 



woraus wir schließen 

I n, --= 77?' - g, 77!f' - . . . ^ «„77ä' ; 
1 77 — 77^i>- • 77 — 77^1'- 

d. h. die Größen eines jeden der beiden Systeme 

77i, ..., zr^ und nr, ..., iijj; 

drucken sich linear und homogen mit ganzzahligen Koef- 
fizienten durch die Größen des anderen Systems aus. 
Zwischen den neu eingeführten Größen besteht aber die 
Belation 

(15) p,77?> + r2/7ij>+ ... +r^77ä' = 0;. 

der numerisch kleinste unter den hierin auftretenden 
Koeffizienten ist, wie sich aus der Bedeutung der rg , 
. . . , Tm ergibt, dem absoluten Betrage nach gewiß kleiner 
als Pi ; durch diesen numerisch kleinsten Koeffizienten r« 
dividieren wir nun wieder die sämtlichen übrigen Koef- 
fizienten und wiederholen hierauf das Verfahren, welches 
oben von der Belation (7) zu (11) und (15) überleitete. 
So kommen wir zu einem neuen System von Größen 

welche wieder linear und homogen mit ganzzahligen Koef- 
fizienten durch die 7/?^ , II f , . . . , n^m ^^^ also auch 
durch die 77i , I^ , . . . , 77^ ausdrückbar sind, während 
diese letzteren durch Vermittelung der 77^^^ , 11 f , • • • , lim 
ihrerseits in gleicher Weise durch die 77f , 77^ , • • . , HZ 
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In der aus (15) herrorgehendexi 



sich daistetteD lassen. 
BelatioD 

(16) 8, 77? + g, /7?' + . . . + «„flS = 

ist der nnmoiscb kleinste Koeffizient non wieder dem 
absolaten Betrage nach kleiner als r,-. Es ist leicht ein- 
zusehen, daß das Verfahren nicht nnbegrenzt oft wieder- 
holt w^eo kann; Tielmehr gelangt maa Bohließlich zu 
einem System von Größen 

(17) Uf, nf, . . . , ir^, 

welches zo dem System der Größen 77, , 7^ , . . . , 77„ in 
der doppelten Beziebang steht 

A = 310^*1" + ffii^?' + -..+«i,-i77ä', 



(18) 



(19) 



-D'-'=ff-o-ff?* + 5-i77^+ ■ 
/7?> = ro,/J, +ro,/Z, + 
flf = »■uA+'•l«■^^- 



.■.+8-.-.771«, 
+ r.«77,, 



U7ü;' = 



'»■«- 



.77, + r„.,.,77j + . . . + T-m-l.m-ffm 



(worin sämtliche r^i, qat wieder ganze Zahlen bedeuten), 
während die Belation (7), in den Größen (17) ausgedrückt, 
die einfache Gestalt bat: 



(20) 



77f — . 



Es fallen also auf den rechten Seiten der Gleichungea 
(18) jewdls die ersten Glieder fort, nnd wir brauchen nur 



(21) 



77?. 



/r?'- 



771'- 



D, um die ÜbereinBtimmiiiig der Gleichungen (18) 
I mit (8) und (9) darzutun; in den Größen (21) 
wir also eine Lösung unserer Aufgabe. Die erste 
« (19): 

r,,n^ + r„n,+ ... +r,,77.-0 

btürlich nichts anderes aein als die nisprnngliche 
(7). - 
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Auch der folgende Satz wird uns später ein fanktionen- 
theoretisch wichtiges Eesultat liefern. 

Ans irgendwelchen drei komplexen Größen, von welchen 
nicht zwei in einem reellen Verhältnis stehen, läßt sich, so- 
fern nicht zwischen ihnen eine lineare homogene Relation 
mit ganzzahligen Koeffizienten besteht, stets eine andere 
komplexe Größe linear und homogen mit ga/nzzahligen Koef- 
fizienten zusammensetzen, welche der Bedingung genügt, daß 
ihr absoluter Betra^f Meiner ist als eine beliebig kleine vor- 
gelegte positive Zahl. 

Seien 11^ ,' ü^ , U^ drei komplexe Größen der an- 
gegebenen Art, nach der Größe ihrer Moduln geordnet, 
so daß 

(22) |/7i|^|i7,|^|/73|; 

dann können wir offenbar 77^ durch ü^ und ZT, so aus- 
drucken : 

(23) ili = Ä2 ^2 + «3 /Zg +m2n2+ m^ ü^ , 

wo m^ j m^ positive oder negative ganze Zahlen, ^2 ^^^ 
^3 aber positive oder negative reelle Größen bezeichnen, 
welche numerisch höchstens gleich ^ sind und nicht beide 
zugleich verschwinden können, da sonst eine lineare 
homogene Eelation mit ganzzahligen Koeffizienten zwischen 
ZZ^ , n^, iZg bestünde; setzen wir nun 

(24) Ä2 iZg + «3 /Zg = n^ — Wg ZTg — Ws ^3 = ^4 > 

so ist gewiß 

(25) |/ZJ<|ZZ2[; 
denn aus der Identität 

nnim + ni'm^^m^ + nnim' + np) 
\ -(nim-n^niy 

ergibt sich, da das Moment von II2 und 77, nicht gleich 
Null sein darf, 

(27) \nini + n^ni' |< | u, | • | /7, | 

Tind also, in Verbindung mit der Voraossetzang (22), 

(28) . \nim^ ni'Hi'i < izr, |* ; 

Boehm, Elliptische funktioDen I. 11 



(29) 



162 Kapitel YII. Kongruenzen komplexer Zahlen. 

wir haben ferner: 

+ 2oc,x,{nini+ni^ni^; 

die rechte Seite dieser Identität wird offenbar vergrößert, 
wenn wir für ag , oc^ ihre größten numerischen Werte, 
d. h. i, und für n;,^ ^ np und n^Hi + n^n^' die 
Größe |/7^|^ setzen; es entsteht so die Ungleichung 

(30) |77,|*<!/7,|», 

aus welcher die zu beweisende Ungleichung (25) unmittelhax 
folgt. Wir haben also statt der ursprünglichen Größen 
n^, 112 , ^3 ^ö drei Größen ü^ ^ U^, II^j von welchen 
üg den größten Modul hat; indem wir nun /^ dureh 
n^ und 774 ausdrücken. 

(31) n,=ß,n,+ß^n^+n,n,+n,n,', \ß,\^i, \ß^\^i, 

und 



(32) 



I A 



'5 = i72 — ns ZTg - W4 i74 
= — ^4 ZZi + (1 + n4 m^) Zfg + (^4 mj — W3) 17^ 



setzen, kommen wir zu dem Größentripel ZZg , 11^ j 72^, 
von welchen entweder ilg oder 11^ den größten absoluten 
Betrag hat. Es ist klar, daß wir, in dieser Weise fort- 
fahrend, eine Eeihe von komplexen Größen erzeugen, deren 
Moduln fortwährend abnehmen, und welche sich sämtlich 
linear und homogen mit ganzzahligen Koeffizienten durch 
n^, n^, IIq darstellen lassen ; es sind dies die Zahlen 
größten Moduls in den aufeinanderfolgenden Zahlentripeln; 
ihre Eeihe kann nicht abbrechen, da hierzu das Be- 
stehen einer linearen homogenen Eelation mit ganzzahligen 
Koeffizienten zwischen 77^ , 112 y ^3 erforderlich sein würde. 
Nun sind zwei Falle denkbar: Entweder die Moduln der 
Größenreihe sinken schließlich unter jede angebbare Größe 
herab, d. h. sie konvergieren gegen ^NTull (ohne jedoch 
diese jemals zu erreichen) ; für diesen Fall ist die Eichtig- 
keit unseres Satzes ohne weiteres einzusehen. Oder die 
Moduln der Größenreihe konvergieren gegen einen be- 
stimmten endhchen Grenzwert; dann gibt es, wie sogleich 
gezeigt werden soll, in der Eeihe gewiß immer zwei 
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Orößen, deren Differenz einen Modul von vorgeschriebener 
Kleinlieit besitzt, und da diese Differenz, wie die Größen 
selbst, linear und homogen mit ganzzahligen Koeffizienten 
aus /T^ , n^j /Z3 zusammengesetzt ist, so erfüllt sie die 
Forderungen unseres Satzes; dieser wird also unter allen 
Umständen richtig sein, wenn es uns noch gelingt, die 
zuletzt ausgesprochene Behauptung zu beweisen. In dieser 
Absicht verstehen wir unter 

(33) ai = ai + iai j a2 = a2 + t «2' > • • • 

eine Beihe von komplexen Großen, deren Moduln stets 
abnehmend gegen einen endlichen Grenzwert- konvergieren; 
dann ist, wenn nur der Index m hinreichend groß an- 
genommen wird, für beliebige ganze Zahlen h und Je: 

(34) ||am+A| — |am+t|| <«> 

d. h. von einem gewissen Gliede a^ der Beihe ab , unter* 
scheiden sich die Moduln der folgenden Glieder nur um 
Größen von vorgeschriebener Kleinheit. Unter diesen 
Gliedern gibt es gewiß stets unendlich viele, deren reelle 
Teile sich um eine Größe unterscheiden, welche numerisch 
kleiner ist als eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl d-, 
denn da die reellen Teile aller auf a^ folgenden Glieder 
numerisch kleiner sein müssen als \am\, so müssen sie alle 
in dem reellen Intervall zwischen — |a«| und +1«^! Hegen; 
zerlegen wir dieses Interv^all in N Teilintervalle von gleicher 
Größe, so muß eines dieser Intervalle, wie groß auch N 
angenommen werden mag, stets unendlich viele jener 
reellen Teile enthalten, da sonst ihre Anzahl eine be- 
schränkte wäre. Es finden sich also in der Beihe (33) 
gewiß zwei Größen ap und aq, für welche 

(35) ||ap| — la^ll <e , 

(36) |a;-a.;|<.(J; 

wir dürfen außerdem offenbar zwei solche Größen aus- 
wählen, deren imaginäre Teile a^ und a'/ gleiches Vor- 
zeichen haben; dann folgt aus (35) und (36) leicht 

(37) |a;-a-|<i?, . 

11* 
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WO 17 wieder eine Große bezeichnet, die wir beliebig klein 
machen können, indem wir e nnd d hinreichend klein an- 
nehmen; ans (36) nnd (37) ergibt sich aber nnmittelbar 

(38) \a^ - a,|* = («; - a^^ + « - <0^ <d^ + v'. 

eine Ungleichheit, welche die zn beweisende Behanptung^ 
ausdrückt. 

Der soeben durchgeführte Beweis wird leicht ver- 
ständlich, wenn wir die geometrische Interpretation kom- 
plexer Größen zn Hilfe nehmen; dies soll aber hier dem 
Leser überlassen bleiben. 



Abgeleitete und äqnlyalente Moduln. — (^anzzahllge Substitutionen» 

75. Wir haben oben eine Znsammenstellung von zwei 
komplexen Größen mit nicht verschwindendem Moment, 
n und , einen Modul genannt und mit (17, ff) bezeichnet. 
Wir nennen nun einen Modul (/T^, O^) „abgeleitet aus 
dem Modul (TZ, ö)", wenn die Größen ZZi, 0^ linear 
und homogen mit ganzzahligen Koeffizienten aus 77, & 
zusammengesetzt sind, also: 

^^ ^ \ e, = pn+qe. 

Man sagt wohl auch : die Größen 77^ , 0^ werden mit Hilfe 

der ganzzahligen Substitution ( ' ] aus den 

Größen 77, 6 erhalten; es ist bisweilen vorteilhaft, die 
Beziehung (39) in der nachstehenden symbolischen Formel 
zusammenzufassen: 

(40) {n, , d,) - ( p I ^j (ii, ö) . 

Wird mit 7> die Determinante der Substitutionskoeffizienten 
bezeichnet : 

(41) 7> «— m g — n p , 

so ergibt sich für die Momente der Größenpaare (77^, 6^) 
nnd (77, ff) die Belation 

(42) J(77i, ff^)^D'A(n, ff). 
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Zwei Moduln heißen äquivalent, wenn jeder von 
ihnen aus dem andern abgeleitet ist. 

Ein Blick auf (42) läßt uns erkennen, daß (Zr^, 0j) 
und {Hj 0) nur dann äquivalent sein können, wenn 

(43) 2> = m5 — np = +l; 

diese Bedingung ist aber offenbar auch hinreichend, denn 
die Auflösung der Gleichungen (39) nach 11 und 6 lautet: 



(44) 



oder symbolisch: 



(45) 






q n 






die vier Koeffizienten -^ , — -=r , — -^ > + "TT si^^ *^ö 

1) D D D 

für Z> = ± 1 wieder ganze Zahlen. 

Eine ganzzahlige Substitution, deren Determinante 

numerisch gleich eins ist, soll eine lineare Substitution 

heißen. Zwei Moduln sind also dann und nur dann 

äquivalent, wenn sie durch eine lineare Substitution zu- 

zammenhängen. Es gibt eine unendliche Anzahl linearer 

Substitutionen, von welchen wir hier als Beispiele die 

beiden besonders wichtigen anführen: 

es gibt infolgedessen eine unendliche Anzahl äquivalenter 
Moduln ; die beiden durch Anwendung der Substitutionen (46) 
aus dem Modul (i7, 6) abgeleiteten und mit ihm äqui- 
valenten Mpduln sind 

(47) ^(i7, /7+Ö), (Ö, ^17). 
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Es soll nun die Frage behandelt werden: Wann kaan 
eine Größe H , welche linear und homogen mit^ganzzahligen 
Koeffizienten ans 11 und zusammengesetzt ist: 

(48) ^H = Jfi7+^e, 

in gleicher Weise durch 11^ und 6^ ausgedrückt werden, 
wo unter (TZi , 6^ ein bestimmter, durch die Gleichungen (39) 
definierter Modul verstanden werden soll? D. h. wann 
gibt es zwei ganze Zahlen r und % , so daß die Gleichung* 

(49) H = Jf/7+j;^ö«r/Zi + «öi==(rm+«p)jn+(rn+»g)Ö 

erfüllt ist! 

Da zwischen 17 und 6 keine lineare homogene Gleichung 
mit reellen Koeffizienten bestehen darf, so ist dies nur 
in der Weise möglich, daß 

(50) rm + »p = -lf, rn + «g = JV^. 

Wann hat dieses Gleichungssystem in den Unbekannten r 
und 8 ganzzahlige Lösungen! 

(51) r'D = Mq — Np\ 8 ' D = —Mn -\- Nm ] 

wenn D =« +1 , d. h. wenn (/7i, ö^) ein mit (17, 0) äqui- 
valenter Modul ist, so sind r und 8 unter allen Umständen 
ganze Zahlen. Hat aber die Determinante D einen von 
1 verschiedenen numerischen Wert |I>|, so müssen die 
ganzen Zahlen M und N so beschaffen sein, daß die 
rechten Seiten von (51) durch D teilbar werden. Wir 
wollen untersuchen, wie die dieser Bedingung genügenden 
Zahlenpaare M , N unter der Gesamtheit aller Zahlenpaare 
verteilt sind. Zu diesem Zweck stellen wir uns zunächst 
die Frage: 

Wie viele Zahlenpaare gibt es, für welche die Un- 
gleichheiten 

(52) Q^Mgt-Np <\D\] Q^-Mn + Nm<\D\ 

erfüllt sind! 

Wenn p und q keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, 
so besitzt jede der \D\ Gleichungen 

(53) Mq-Np^d, 
~orin d eine Zahl der Eeihe 

0, 1, 2, ..., IDI — 1 
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bezeichnet, eine unendliche Anzahl von Lösungen, welche 
in der Form 

(55) Ma = Mi + 1cp; Na = Ni + kq 

ans einem beliebigen Lösnngssystem M^, Ni erhalten 
werden; Je ist eine willkürliche ganze Zahl; setzen wir 
dies in den Ausdruck —Mn + Nm ein, so erhalten wir 

(56) -M^ -n+Ni^m + lcD ', 

die Zahl 

-Min + Nim 

kann auf eine und nur eine Weise in die Form gesetzt 
werden d^ + l' D j wo d^ eine Zahl der Eeihe (54) und l 
eine ganze Zahl bedeutet; nur durch die Wahl k = —l 
kann der Ausdruck (56) selbst eine Zahl der Eeihe (54) 
darstellen. 

Wir haben also |2>| Zahlenpaare Ma, N^ der ge- 
wünschten Eigenschaft, von denen ein einziges, nämlich 
Mq = , JVo = , die beiden rechten Seiten von (51) zu 
Null macht. 

Wenn p und q einen gemeinschaftlichen Teiler be- 
sitzen, nicht aber m und n, so können wir, von dem 
Ausdrucke —Mn + Nm ausgehend, dasselbe Verfahreii 
anwenden und gelangen daher zu demselben Eesultate. 

Nur wenn sowohl m und n als auch p und q einen 
gemeinschaftlichen Teiler besitzen, muß die Überlegung 
modifiziert werden. Sei etwa X eine positive ganze Zahl, 
so daß 

(57) p = Xp', g = ig', D' ^mq' — np\ D=^XD\ 

wo nun p^ und q^ teilerfremde Zahlen bezeichnen; dann 
haben unter den |D| Gleichungen (53) nur diejenigen eine 
• Lösung, für welche d durch X teilbar ist; diese sind gleich- 
bedeutend mit den |i>'| Gleichungen 

(58) Mq'-Np' = d', Ä' = 0, 1, 2, ..., |i>'| - 1 . 

Ist Mi', Nd' irgend ein Lösungspaar von (58), so sind 
wiederum alle Lösungspaare in der Form enthalten 

(59) Md'= Mi' + lcp\ Nd' = Ni' + Jcq' , 
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welche, in den Ausdruck —Mn + Nm eingesetzt, diesem 
die Gestalt gibt 

(60) -M!^n + Ni^m + lcD' -, 

jede' ganze Zahl Ic kann in der Form geschrieben werdea 

(61) Ä; = *! + A feg , 

wo \ eine der Zahlen 0, ly2y . . ., A — 1 , und Ic^ eine 
ganze Zahl bedeutet; tun wir dies in (60), so ergibt sich 

(62) -Mi'n + Ni^m + \D' + lc^I>] 

die Zahl —Md'n + Ni^m + 'k^D' kann auf eine und nur 
eine Weise in die Form gesetzt werden : di + 2 D , wo df eine 
Zahl der Beihe (54) und l eine ganze Zahl bedeutet; nur 
durch die Wahl lc^ = —l kann alsdann der Ausdruck (62) 
selbst eine Zahl der Eeihe (54) darstellen. Zu jedem d' 
gehören also A, den Werten fci = 0, 1, 2, ..., X—l 
entsprechende, Zahlenpaare MjN, welche unserer Forde- 
rung (52) genügen. Im ganzen haben wir also auch in 
diesem Falle {i>^|*>l»{D| Zahlenpaare der gewünschten 
Eigenschaft, von welchen ein einziges, nämlich Mq = Oj 
Nq = 0, die beiden rechten Seiten von (51) zu Null macht. 
Dies gilt also allgemein. 

Stellen wir nun statt (52) die Forderungen 

r'D^Mq — Np<r'D + \D\j 

sD^—Mn + Nm <8'D+\D\ 

auf, wo r und s zwei bestimmte positive oder negative 
ganze Zahlen sind, so gehört oäenbar zu jeder der 

\D\ Lösungen M, N von (52) eine Lösung von (63) in 
der Form 

(64) M = M + rm + sp , N =^ N -{-rn + sq , 

und umgekehrt zu jeder Lösung M, N von (63) auch 
eine Lösung 

(65) M = M — rm — spj N = N -—rn — sq 

von (52). Folglich gibt es genau \D\ Zahlenpaare, welche 
den Forderungen (63) genügen, und nur eine einzige von 
ihnen, nämUch 

(66) Mq = rm + sp , Nq = rn + sq 



(63) 
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erfüllt die Gleichungen 

(67) rD^Mq — Ny ', 8D = —Mn + Nm. 

Lassen wir nun r und « alle möglichen positiven und 
negaÜTen Zahlenwerte durchlaufen, so erhalten wir offenbar 
alle existierenden Zahlenpaare M, N, da ja für aUe 
Werte M , N jeder der beiden Ausdrücke 

M q — N p , —Mn + Nm 

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vielfachen von D (das 
eine derselben eingeschlossen) liegen muß. 

Wir sehen also, daß auf je |D| Zahlenpaare M , N 
ein einziges entfällt, für welches die rechten Seiten von (51) 
durch D teilbar werden, also auf je |i>| Größen MU+Nd 
eine einzige, welche durch n^ und 6^ linear und homogen 
mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar ist. 

Mit Zuhilfenahme des Begriffes der Kongruenz können 
wir das soeben erhaltene Eesultat in den Satz zusammen- 
fassen: 

Alle Größen u, welche einer bestimmten Größe Uq nach 
dem Modul {II, 6) kongruent sind, sind dieser Größe auch 
na>ch jedem mit {11, 0) äquivalenten Modul kongruent . 

In Beziehung auf einen Modul {11^ , 6^) , welcher aus 
{n , 0) durch eine Substitution mit der Determinante B ^ 1 
abgeleitet, also mit {II, 6) nicht äquivalent ist, zerfallen jene 
sämtlichen Größen u in Gruppen von je \D\ Größen, unter 
welchen jeweils eine einzige dem Werte Uq auch nach dem 
Modul (iJi , öl) hongruent ist. 

Ein Modul {11^ , ög) ist nach unseren Definitionen so- 
wohl aus (/7, 0) als aus {11^ , 0^) abgeleitet, wenn gleich- 
zeitig 

n^^Mn+NO, 0^ = pn+Qe 

und 

Zig = r üi + « öl , e^^tn^ + uo^. 

Wir folgern daher aus dem oben gegebenen Satze den 
nachstehenden: 

Alle aus einem Modul {11, 6) abgeleiteten Moduln können 
auch aus jedem mit {11, 6) äquivalenten Modul abgeleitet 
werden. Aber nur ein Teil von jenen ist aus einerh Modul 
ableitbar, welcher selbst aus {11, 6) abgeleitet, aber mit diesem 
nicht äquivalent ist. 
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Die mit (77, 0) äquivalenten Moduln nehmen also 
unter der Gesamtheit aller aus {11 , 0) abgeleiteten Moduln 
eine bevorzugte Stellimg ein; jeder von ihnen kann ebenso- 
wohl als (77, 0) zur Erzeugung jener Gesamtheit verwand-t 
und daher als ihr Bepräsentant angesehen werden. Wir 
wollen aus diesem Grunde die mit (ü, 0) äquivalenten 
Moduln als Blementarmoduln der aus (77, 0) durch, 
ganzzahlige Substitutionen abgeleiteten Menge von Moduln 
bezeichnen. 

Geometrische Interpretation. 

76. Die Gesamtheit der Zahlen w^0mod(77, 0) ist 
in der Zahlenebene durch die Eckpunkte eines „Gitters" 
repräsentiert; dieses wird gebildet von zwei Scharen par- 
alleler Geraden; die Geraden der einen Schar sind parallel 
zu dem Vektor 77 und gehen durch die Punkte , + ö , 
+ 20,...; die Geraden der anderen Schar sind parallel 
zu und gehen durch die Punkte , + 77, + 2 77, . . . 
Es ist dies die Konstruktion geradliniger Kongruenzen - 
Parallelogramme für den Modul (77, 0) , vgl. Nr. 73. 

Führen wir nun dieselbe Konstruktion für einen aus 
(77, 0) abgeleiteten Modul (77^, ö^) aus, so erhalten wir 
ein zweites Gitter, dessen Eckpunkte stets auch Eckpunkte 
des ersten Gitters sind. Aber nur dann werden auch, 
umgekehrt, die Eckpunkte des ersten Gitters sämtlich 
dem zweiten Gitter angehören, wenn der Modul (77^ , 6^) 
dem Modul (77, 0) äquivalent ist. Figur 10 zeigt die 
Konstruktion für die beiden äquivalenten Moduln (77, 6) 
und (77 , 77 + ö) ; und für den nicht äquivalenten Modul 
(3 77+2Ö, 477+Ö). 

Hat man die Konstruktion der Gitter für zwei äqui- 
valente Moduln ausgeführt, so entfällt auf jedes Parallelo- 
gramm des einen Gitters ein und nur ein Gitterpunkt des 
zweiten Gitters (wobei man als zu dem Parallelogramm 
gehörig wieder nur zwei der begrenzenden Seiten und einen 
der Eckpunkte betrachten darf, wie in !Nr. 73 des näheren 
angegeben). Dagegen entfallen auf das Parallelogramm, 
welches zu einem abgeleiteten nicht mit (77, 0) äquivalenten 
Modul gehört, mehrere Gitterpunkte des für (77, 0) kon- 
struierten Gitters. Die Frage nach ihrer Anzahl führt 
auf dasselbe zahlentheoretische Problem, welches wir oben 
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bereits gelöst haben. Da nämlich jeder in das Parallelo- 
gramm mit den Ecken 

rI7i + «öi, (r + l)/Ii + «öi, (r + l)A + (« + l)öi, 

rn+{8 + l)e, 

fallende Punkt charakterisiert ist durch eine Größe 

(r + «)/Zi + (« + /J) Ö, = ((r + «)m + (« + ^p)77 

+ ({r + (x)n + is + ß)q)e, 



(68) I 



(69) 
wonn 



{ 



O^a <1 , 0^)8<1 , 




Fig- 10. 

SO müssen, damit ein solcher Punkt auch ein Gitterpunkt 
des für den Modul (77, 6) konstruierten Gitters sei, die 
beiden Größen ocm + ßp und ocn + ßq gleich zwei ganzen 
Zahlen M und N sein. Wie viele echte Brüche ä , ß gibt 
es, so daß 



(70) 



(xm + ßp = M , (xn + ßq = N 
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oder, da die Auflösung dieser Gleichungen nach ^ , ß lautet : 

(71) (xD^Mq- Np; ßD = -Mn-\-Nm, 

wie viele Paare ganzer Zahlen M , N genügen gleichzeitig 
den Bedingungen 

(72) O^Mq'-Np<\D\; ^ — if n + -^m < |Z)| f 

Wir sind also auf das frühere Problem zurückgeführt und 
wissen, daß es genau | D \ solcher Zahlenpaare M , N gibt. 
Es entfallen also auf jedes für den Modul (77, 6) kon- 
struierte Kongruenzenparallelogramm genau \D\ Gitter- 
punkte des für den Modul (77, 0) oder einen äquivalenten 
Modul konstruierten Gitters. 

In dem oben gewählten und auf Fig. 10 zur An- 
schauung gebrachten Beispiel ist 

also 

D-3.1-2.4 = -5; |2>|==5; 

und in der Tat sieht man, daß von den Gitterpunkten 
des engmaschigen Gitters je vier in das Innere eines 
Parallelogramms des weitmaschigen Gitters hineinfallen, 
denen dann noch einer der Eckpunkte zuzuzählen ist, so 
daß die Zahl 5 durch die geometrische Konstruktion be- 
stätigt wird. — 

Aus Gleichung (42) der Nr. 75 entnehmen wir nocb 
die Tatsache: 

Der Flächeninhalt des mit dem abgeleiteten Modal 
(ITi , Ol) konstruierten geradlinigen Kongruenzenparallelo- 
gramms ist gleich dem |i>| -fachen Inhalt des mit dem 
Modul (/Z, 6) konstruierten geradlinigen Kongruenzen- 
parallelogramms, wenn D die Determinante der Substitu- 
tion bezeichnet, welche von (ZT, 0) zu {U^ , 6j) überführt. 
Geradlinige Kongruenzenparallelogramme äquivalenter Mo- 
duln haben gleichen Flächeninhalt. 
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Achtes Kapitel. 

Elliptisehe Funktionen. Eigenschaften, aus dem Begriffe 

enti^ckelt. 

Ente Folgerungen aus dem Begriffe der doppelten Periodizität — 
Elementarperioden. — Periodenparallelogramm. — 

Elliptisehe Funktionen. 

77. Wenn eine Punktion f{u) n Perioden U^yll^f . . ., Iln 
besitzt, so erfüllt sie identisch, d. h. für jedes Uj die 
Pnnktionalgleichung 

(1) f{u + m,n, + m,n^+ ,,, +mnn,)^f{u), 

worin m^ , mg , . . . , m» irgendwelche ganze Zahlen be- 
deuten. 

Wir wollen n Perioden einer Funktion als „unab- 
hängige Perioden'' bezeichnen, wenn zwischen ihnen 
keine lineare homogene Eelation mit ganzzahligen Ko- 
effizienten, also keine Eelation der Form 

(2) M,n, + M,n^ + ,,. + M^n^ = o 

besteht. 

Aus dem in Nr. 74 bewiesenen Satze schließt man: 
Wenn eine FunJction mehr cds zwei unabhängige Perioden 
besitzt, 80 besitzt sie eine unendlich Meine Periode, d. h. sie 
nimmt für zwei beliebig nahe beieinander liegende Werte der 
Variablen denselben Wert an; oder noch genauer: In einer 
beliebig Tcleinen Umgebung jedes Punktes der Ebene, in 
welcher wir die Variable repräsentieren, finden sich andere 
Punkte, für welche die Funktion denselben Wert annimmt. 
Denn sind 11^, 11^, 11^ drei unabhängige Perioden 
der Funktion f(u) und bedeutet e eine beliebig kleine 
vorgelegte positive Größe, so gibt es, gemäß jenem Satze, 
stets drei ganze Zahlen m^ , m^, m^, so daß 

(3) |mi /7i + mg ZTg + mg iJg I < € , 
imd es besteht die Funktionalgleichung 

(4) f(u + wi J7i + Wg JTg + Wj n^) = f{u) . 

Da die Punkte, in welchen eine in irgend einem end- 
lichen Bereiche meromorphe Funktion die gleichen Werte 
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annimmt, in endlicher Entfernung voneinander liegen 
müssen, d. h. da eine bestimmte untere Orenze für die 
Größe jener Entfernungen existiert, so haben wir das 
wichtige Ergebnis: 

Eine meromorphe Funktion "kann nicht mehr als zwei 
unabhängige Perioden besitzen. 

Wir nennen eine Funktion doppelt periodisoh, 
wenn sie zwei Perioden besitzt, deren Quotient eine kom- 
plexe Größe mit nicht verschwindendem imaginären Be- 
standteil ist. 

Eine doppelt periodische Funktion, welche überall im 
Endlichen meromorph ist, soll eine elliptische Funk- 
tion genannt werden. 

Zwei Perioden 11 , 0, aus welchen sich sämtliche 
Perioden einer doppelt periodischen Funktion linear und 
homogen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammensetzen 
lassen, heißen Elementarperioden der Funktion. 

Eine elliptische Funktion besitzt stets mindestens ein 
Pa^r Elementarperioden. 

Denn da nach dem oben Gesagten zwischen je drei 
Perioden eine lineare homogene Eelation mit ganzzahligen 
Koeffizienten bestehen muß, so läßt sich nach dem in 
Nr. 74 angegebenen Verfahren jede beliebige Anzahl von 
Perioden auf zwei Perioden zurückführen, d. h. linear und 
homogen mit ganzzahligen Koeffizienten durch zwei Grö- 
ßen ausdrücken, welche selbst Perioden der Funktion sein 
müssen. 

Ein Periodenpaar üi^ 6^ heiße „aus dem Perio- 
denpaar n, abgeleitet'^, wenn, im Sinne der Nr. 75, 
der Modul {ü^ , ^i) aus dem Modul (i7, 0) abgeleitet ist. 

Zwei Periodenpaare heißen äquivalent, wenn die 
entsprechenden Moduln es sind. Jede aus einem Perioden- 
paare abgeleitete Periode kann auch aus jedem äqui- 
valenten Periodenpaare abgeleitet (d. h. linear und ho- 
mogen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammengesetzt) 
werden. 

Es gibt so viele äquivalente Periodenpaare, als es 
lineare Substitutionen gibt (Nr. 75); aus dem Folgenden 
wird sich ergeben, daß diese Anzahl unendlich groß ist. 

Zwei Paare von Elementarperioden sind stets äqui- 
valent, und jedes mit .einem Paar von Elementarperioden 
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äquivalente Periodenpaar ist selbst ein Paar von Elementar- 
perioden. Alle Elementarperiodenpaare haben numerisch 
dassdbe Moment; nur sein Vorzeichen wechselt [s. Glei- 
chung (42) in Nr. 75]. 

Das Moment zweier beliebiger Perioden ist dem ab- 
soluten Betrage nach mindestens gleich dem Moment 
eines Elementarperiodenpaares. 

Jede beliebige Periode, welche nicht ein ganzzahliges 
Vielfaches einer Periode ist, kann, in Verbindung mit 
einer unendlichen Anzahl von anderen Perioden, als Ele- 
mentarperiode figurieren. 

Denn wenn etwa H eine solche Periode ist, die sich 
durch zwei Elementarperioden 77, ö in der Form aus- 
drückt 

• H ^mü+nO , 

worin die ganzen Zahlen m und n relativ prim sein 
müssen, so gibt es bekannthch stets unendlich viele Paare 
ganzer Zahlen m^ , n^ von der Beschaffenheit, daß 

mui — mj n =« + 1 ; 
mit jedem solchen Zahlenpaare können wir in der Form 

eine Periode konstruieren, welche, mit H zusammen, ein 
Paar von Elementarperioden üefert. 

Was wir oben (!N"r. 73) ein Kongruenzenparallelogramm 
für den Modul (/Z, 6) nannten, bezeichnen wir, mit Be- 
ziehung auf eine doppelt periodische Funktion mit den 
Perioden 11, 0, eis das mit diesen Perioden konstruierte 
Periodenparallelogramm. Sind /Z, Elementarperio- 
deuy so soll es Elementarperiodenparallelogramm 
heißen. Alle geradlinigen Elementarperiodenparallelo- 
gramme haben denselben Flächeninhalt; er ist kleiner als 
der Flächeninhalt jedes anderen geradlinigen Perioden- 
parallelogramms. Dieser Satz gilt allgemein; wir dürfen 
ihn hier aber nur für geradlinige ParaUelogramme als 
bewiesen ansehen. 

Aus den Gleichungen (3) und (4) der !Nr. 72, in Ver- 
bindung mit der Definition der doppelten Periodizität, 
folgt unmittelbar: 
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Jede doppelt periodische Funktion nimmt cUle Werte^ 
welche sie überhaupt annehmen Icann, innerhalb jedes mit 
zweien ihrer Perioden konstruierten PeriodenparaUelogramm» 
an (wobei wir, einer früher gemachten Festsetzung gemäß, 
zwei von den begrenzenden Linien und einen der Eck- 
punkte zu dem Periodenpardllelogramm rechnen). 

Da eine elliptische Funktion stets Elementarperioden 
besitzen muß, können wir sagen: 

Eine elliptische Funktion nimmt alle Werte, welche sie 
überhaupt annehmen kann, innerhalb jedes Elementarperioden' 
paraUelogramms an. 

Und, indem wir berücksichtigen, daß eine unbeschränkt 
meromorphe Funktion jeden Wert mindestens einmal an- 
nehmen muß, können wir die zuletzt ausgesprochene Be- 
hauptung präzisieren zu dem Satz: 

Eine elliptische Funktion nimmt jeden beliebigen Wert 
innerhalb jedes ElementarperiodenparaUelogramms mindestens 
einmal an. Im besonderen also muß eine elliptische Funk- 
tion mindestens einmal in jedem Elementarperiodenparallelo- 
gramm unendlich werden; es. gibt daher keine elliptischen 
Funktionen, welche überall im Endlichen den Charakter 
einer ganzen Funktion haben. 

Geometrisch interpretiert: Wenn /(w) eine elliptische 
Funktion ist, so wird durch die Beziehung z = f{u) jedem 
Punkt der «-Ebene in jedem Elementarparallelogramm 
der 1« -Ebene mindestens ein Bildpunkt zugeordnet. 

Für unendlich große Werte der Variablen nimmt eine 
elliptische Funktion jeden beliebigen Wert an; sie kann also 
in dem unendlich fernen Punkte weder eine reguläre Stelle, 
noch einen Pol besitzen; vielmehr muß sie in jenem Pu/nkte 
eine wesentliche Singularität haben. 

Dieses Eesultat ergibt sich auch auf folgende ein- 
fache Weise. Eine Funktion, welche überall im Endlichen 
und im Unendlichen meromorph ist, muß eine rationale 
Funktion sein. Nun weiß man aber, daß eine solche, so- 
fern sie nicht in eine Konstante ausartet, nicht in einer 
unendlich großen Anzahl von Punkten denselben Wert an- 
nehmen, also auch gewiß nicht periodisch sein kann. 

Wir haben im vorhergehenden eine Eeihe von Eigen- 
schaften bezeichnet, welche dem Begriff der elliptischen 
Funktion widersprechen. Wenn wir also im Verlauf unserer 
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Untersnchungen von einer Größe nachweisen können, daß 
sie eine elliptische Funktion einer variablen Größe sein 
und zugleich eine jener Eigenschaften besitzen muß, so 
dürfen wir jene Größe als Konstante ansehen; denn nur 
unter dieser Annahme fällt der Widerspruch fort. 

Bifferentlalquotlenten und Integrale Ton doppelt perlodlsehen 

Funktionen. 

78. Aus den Sätzen der Nr. 31 schließen wir: 

Ist f(u) eine doppelt periodische Funktion, so sind auch 
ihre sämtlichen Ableitungen f{u) , f'{u), . . . doppelt perio- 
dische Funktionen. 

Dm Integral einer doppelt periodischen Funktion f{u) 
ist im allgemeinen eine unendlich vieldeutige Funktion mit 
zwei Periodizitätsmoduln. Im besonderen Falle kann ein solches 
Integral jedoch auch selbst wieder eine doppelt periodische 
Funktion sein. 

Beispiele hierfür haben wir bereits kennen gelernt: 
Die Funktion p {u) ist das Integral der doppelt periodischen 
Funktion S^{u) und selbst doppelt periodisch; durch In- 
t^ration von p(u) aber gelangen wir zu der Funktion C(^) > • 
welche nicht doppelt periodisch ist, sondern zwei Perio- 
dizitätsmoduln besitzt. Aus welchen Bestandteilen sich 
das Integral einer beliebigen elliptischen Funktion zu- 
sammensetzt, wird uns Kr. 84 zeigen, deren Eesultat der 
Leser gleich hier zur Vergleichung herbeiziehen möge. 

Den ersten der oben ausgesprochenen Sätze können 
wir durch folgende Aussage ergänzen: 

Zwei Perioden ü, 6, welche für die Funktion f(u) ein 
Paar Mementarperioden sind, halfen diese Eigenschaft auch 
als Perioden der sämtlichen Ableitungen f{u) , f\u) , ... 

Wären nämlich 11, 9 nicht Elementarperioden von 
f{u) , so müßten sie doch Perioden dieser Funktion und 
als solche aus einem Paar ihrer Elementarperioden IIq , 0q 
zusammengesetzt sein in der Form: 

n=mn^+n9o, e^pn^ + qOo 
mg — np > 1 . 

IIq , öo können nicht Perioden von f{u) sein, da sonst II, 
nicht Elementarperioden dieser Funktion wären; es bleibt 
also nur die Möglichkeit 

Boehm Elliptische Funktionen I. 12 
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hieraus aber würde unmittelbar folgen: 

f{u + n) = f{u) + mC + nD , 
f{u + e) = f{u) + pC + qD, 

und also, da 11 und 6 Perioden von f{u) sind: 

pC + qD=^0; 

diese zwei Gleichungen können nur durch die Wahl 

= 0, D = 

befriedigt werden; danach aber wären auch Uq , 0q Perioden 
von f(u) j was unserer Annahme widersprechen würde. 

Summe der Residuen, Anzahl der Pole und Nullpunkte im 
Periodenparallelogramm* — Satz Ton LiouYlUe. 

79. Ist f{u) eine elliptische Funktionj so verschtoindet 
das Integral 

(5) lf{u)du, 

wenn es über die Begrenzung eines mit zwei beliebigen 
Perioden 11^ 6 konstruierten Periodenparallelogramms er- 
streckt wird, unter der Bedingung^ daß auf dieser Begren- 
zungslinie keine Pole der Funktion f{u) liegen dürfen. 

Enthält eine solche Begrenzungslinie weder Pole noch 
Nullpunkte der Funktion f(u) , so verschwindet auch das 
über jene Linie genommene Integral 

(6) |Äd« = /dlogA«), 
während^ unter denselben Awnahmen, das Integral 

'^n Wert annimmt^ welcher lir^ar und homogen mit ganz- 

schax,^ XoeffizierUen aus den Perioden 11 und 6 zusammen- 
Funktio.^^ 



I 
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Das Integral (5) läßt sich in vier Teile zerspalten: 

z+n z+n+9 z-\-e « 

(8) ff{u) du =ff{u) du +ff{u) du +ff{u) du +ff{u) du ; 

z z+n z+n+e z+e 

wird in dem zweiten dieser Integrale die Substitution 
-u = t? + JT , in dem dritten die Substitution u = w + 6 
gemacht, so geht (8) übes in: 

z+n z-^e f M 

iß) jf(?i)äv, =ff{u)du + [f{v)dv + ff{w)dw + ff(u)du ; 

z z zi-n z-k-d 

das erste Integral ist über denselben Integrationsweg zu 
erstrecken wie das dritte, nur in umgekehrter Eichtung; 
sie ergeben also entgegengesetzt gleiche Werte; dasselbe 
gilt von dem zweiten und vierten Integral; die Gesamt- 
summe muß also verschwinden. Wie man sieht, ist die 
geometrische Gestalt der Begrenzungslinien des Parallelo- 
gramms für das Bestehen des Eesultates unwesentlich. 
Mit /*(ii) zugleich ist die Ableitung f*(u) und folglich 

auch der Quotient \}, ! eine elliptische Funktion (vgl. 

f{u) 

INTr. 78). Ihre Pole sind die Pole und Nullstellen der 
Funktion f{u) . Hieraus folgt, auf Grund des Vorher- 
gehenden, unmittelbar die Eichtigkeit der über das Inte- 
gral (6) gemachten Aussage. 

Das Integral (7) können wir in derselben Weise zer- 
legen wie oben das Integral (5); in dem zweiten und 
dritten der Integrale, welche dadurch entstehen, machen 
wir dann dieselben Substitutionen, die uns* zur Umfor- 
mung des Ausdruckes (8) gedient haben; wir erhalten so 
für das Integral (7): 

2+/r z+e z 

ju dlogf{u) =ju dlogf{u) + jv dlogfiv) +jw dlogf{w) 



(10) 



z z+n 

z+e 



+ [udlogf{u) + n-fdlogf{v) + e[d\ogf{w) ; 
z+e z z+n 

die ersten vier Bestandteile dieses Ausdrucks zerstören 
sich gegenseitig in derselben Weise wie die vier Integrale 

12* 
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auf der lediten Sole der Gkichimg (9) ; die beiden letzten 

infolge der Periodizität YWk f(z) ist das Argament der 
beiden Loguithmai |^ch 1, ihr Wert also gleich einem 
ganrrahliiTn Yidfach^i von 2jrf ; es ist daher 

(11) judlagfiu) « 2 Jif (Jf 77+ NO) ; 

die ganzen Zahlen M und N variieren mit der geome- 
trischen Gestalt des Integrationsweges, d. h. der Begren- 
zung, welche wir dem Periodenparallelogramm geben. 

Erinnern wir uns an die Bedeutung der Integrale (5), 
(6) und (7). Das erste von ihnen ist gleich der mit 2jii 
multiplizierten Summe aller Eesiduen von f{u) , welche 
zu den Pol^i des Fl&chenstückes gehören, das der ge- 
schloesene Integrationsweg in positivem Sinne umzieht. 
Das zweite ist ^eich der mit 2jri multiplizierten Summe 
der Ordnungszahlen aller Pole, vermindert um die mit 
2ni multiplizierte Summe der Ordnungszahlen aller Null- 
punkte des Flächenstücks. Das Integral (7) endlich ist 
gleich der Summe der mit ihren Ordnungszahlen multi- 
pUzierten Werte der Variablen, für welche die Funktion 
f{u) innerhalb jenes Flächenstücks unendlich wird, ver- 
mindert um die mit ihren Ordnungszahlen multiplizierten 
Werte, für welche die Funktion f{u) darin verschwindet.. 

In unserem Falle würde, je nach dem Sinne der 
Umkreisung, das Innere oder das Äußere eines Perioden- 
parallelogramnis die Bolle jenes Flächenstückes spielen. 
Ehe wir aber die hieraus sich ergebenden Sätze aus- 
sprechen, wollen wir uns von der Beschränkung frei 
machen, daß auf der Begrenzungslinie keine Pole und 
[wenigstens für die Integrale (6) und (7)] auch keine Null- 
stellen der Funktion f(u) liegen dürfen. Es sei ein Perio- 
denparällelogramm ABy CD voi^elegt, und es seien AB 
und AD' die beiden Seiten, welche wir (mit Ausschluß 
der Punkte B und D) nach früheren Festsetzungen zu 
dem Parallelogramm selbst rechnen; auf diesen beiden 
Seiten mögen Nullpunkte und Pole der Funktion f{u) 
liegen; wir können dann, wie es in Figur 11 angedeutet 



Nr. 79. Summe der Residuen usw. — Satz von Liouyille. 181 



ist, stets ein zweites Periodenparallelogramm A'B'C'D' 
konstruieren von folgenden Eigenschaften: . 




1. Alle auf den Seiten AB und AD des ersten Perioden- 
parallelogramms liegenden iN'ullpunkte und Pole (mit Aus- 
nahme der Punkte B und D, sofern f{u) in einem von 
diesen Null oder unendlich wird) liegen im Innern des 
zweiten Periodenparallelogramms; 

2. auf der Begrenzung dieses zweiten Periodenparallelo- 
gramms liegen weder iN'ullpunkte noch Pole; 

3. alle im Innern des ersten Parallelogramms gelegenen 
Nullpunkte und Pole liegen auch im Innern des zweiten, 
und dieses zweite Parallelogramm umschließt keine an- 
deren Kullpxmkte und Pole als die, welche auf den bei- 
den Grenzlinien AB und AD und im Innern des ersten 
Parallelogramms gelegen waren. 

Die Möglichkeit dieser Konstruktion stützt sich auf 
die Tatsache, daß zwei NfuUpunkte, zwei Pole, sowie ein 
Pol und eine Nullstelle einer meromorphen Funktion stets 
in endlicher Entfernung Voneinander liegen. 

Wählen wir nun die BiBgrenzung des Periodenparallelo- 
grjbmms A'B'O'D' als Integrationsweg, so liegen auf diesem 
selbst weder Pole noch Nullpunkte; in dem von ihm um- 
schlossenen Parallelogramm aber liegen sämtliche Pole 
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und Nullpunkte, welche dem Periodenpaxallelograiiiia 
AB CD auf Grund früherer Festsetzungen zuzurechnen 
sind, und keine anderen Nullpunkte und Pole als jene. 

Nachdem wir diese Überlegung angestellt haben ^ 
dürfen wir in voller Allgemeinheit folgende Sätze aus- 
sprechen. 

Für eine elliptische Funktion ist die Summe der Resi- 
duen aller auf ein beliebiges Periodenparallelogramm ent- 
fallenden Pole gleich Null, 

Für eine elliptische Funktion ist die Summe der Ord- 
nungszahlen aller auf ein beliebiges PeriodenparaUelogramm 
entfällenden Pole gleich der Summe der Ordnungszahlen aller 
auf dasselbe Parallelogramm entfällenden Nullpunkte, 

Die Summe der mit ihren Ordnungszahlen multiplizier- 
ten Werte, für welche eine elliptische Funktion in einem 
beliebigen Periodenparallelogramm unendlich wird, unter- 
scheidet sich von der Summe der mit ihren Ordnungszahlen 
multiplizierten Werte, für welche die Funktion in demselben 
Periodenparallelogramm verschwindet, um eine Größe, welche 
linear und homogen mit ganzzahligen Koeffizienten aus den 
beiden Perioden zusammengesetzt ist. (Liouvillescher 
Satz.) 

Wenn wir einen m-fachen Pol oder Nullpunkt als m 
zusammenfallende einfache Pole oder Nullpunkte ansehen,, 
so können wir den zweiten und dritten dieser Sätze etw^as 
einfacher formulieren, indem wir sagen: 

Eine elliptische Funktion wird in einem beliebigen 
Periodenparallelogramm ebensooft Null als unendlich. 

Die Summe der Werte, für v^lche eine elliptische Funk- 
tion in einem beliebigen Periodenparallelogramm verschwin- 
det, ist der Summe der Werte, für welche die Funktion in 
demselben Periodenparallelogramm unendlich wird, kongruent 
na^h dem aus den beiden Perioden gebildeten Modul, 

Aus dem ersten jener Sätze schheßen wir unmittelbar : 

Eine elliptische Funktion muß in jedem Perioden- 
parallelogramm mindestens zweimal unendlich werden; es 
gibt keine elliptische Funktion, welche in einem Perioden- 
parallelogramm nur einen einzigen Pol hßtte. 

Dem zweiten Satz können wir durch die folgende 
Überlegung eine sehr erweiterte Bedeutung geben: Wenn 
mit c irgend eine beliebige endliche Größe bezeichnet wird, 
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SO ist f{u) — c=^fi{u) eine elliptische Funktion, welche 
dieselben Perioden und Pole besitzt, wie die Funktion f{u) ; 
ihre Nullstellen sind die Punkte, in welchen f{u) den 
Wert c annimmt. Diiraus folgt: 

Eine elliptische Funktion nimmt in einem willkürlich 
konstruierten Periodenparallelogramm jeden beliebigen Wert 
ebensooft an wie den Wert c». 

In gleicher Weise läßt sich der Liouvillesche Satz 
erweitern : 

Die Summe der Werte der Variablen, für welche eine 
elliptische Funktion in einem willkürlich konstruierten 
Periodenparallelogramm einen bestimmten Wert' annimmt, 
ist kongruent der Summe der Werte der Variablen, für 
welche die Funktion irgend einen anderen Wert, zum Bei- 
spiel den Wert oo, annimmt. 

Diesen letzteren Satz wollen wir hier noch durch eine 
Anmerkung ergänzen: 

Seien äj , ä2 , . . . , ä^ die in dem betrachteten 
Periodenparallelogramm gelegenen Pole mit den Ordnungs- 
zahlen m^, m2 , . . . , m^ und ß^ , ß^, . . . , ßv die in dem- 
selben Parallelogramm gelegenen Nullstellen mit den Ord- 
nungszahlen % , n^, . . . , ny und es sei gemäß dem 
Liouvilleschen Satze: 



— K ßl + ^2 



2Ä + ... +nyßy) = pn+qe . 

Der mj- fache Pol im Punkte a^ läßt sich auffassen als 
eine Übereinanderlagerung von m^ einfachen Polen; wenn 
wir statt eines dieser einfachen Pole einen der Wj ein- 
fachen Pole einführen, welche in dem zu oc^ kongruenten 
Punkte 0^0 = ^1+ pU + qö übereinandergelagert sein 
müssen, so haben wir das System der Pole und Null- 
punkte: 

(lo) oCq , oCi , «2 , . . . , (Xfi ; ßl j- ßs j ' * * 1 ßy 

mit den zugehörigen Ordnungszahlen 



(14) 



{«Wo =* 1 , m^ = m^ — 1 , mg = m2 , . . . , 
Wj , ^2 , . . . , Wv , 



»*^ = w^ ; 



I W?Q ÄQ + *^ ^1 I '"2 ^2 i • • • I ""fi ^lA 

\ - K A + ^2 
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für welche nun die Beziehung besteht: 

+ Wg «2 + • . . + »i^ «/ 

W2A + ... +n^ßy) = . 

An die Stelle der von dem LiouYiUeschen Satze geforder- 
ten Kongruenz ist eine Gleichung getreten; die Pole und 
Nullpunkte (13) liegen aber nicht mehr in demselben 
Periodenparallelogramm; das Verfahren, durch welches 
wir zu dem System (13) gelangt sind, läßt sich vielfältis 
variieren; das Vorhergehende zusammenfassend, können 
wir den Liouvilleschen Satz auch so aussprechen: 

Ist für eine elliptische Funktion ein System von Polen 
und NuUpunkten vorgele0, von denen keine zwei einander 
kongruent sind, während jeder Pol oder Nullpunkt, den die 
Funktion überhaupt besitzen kann, einem Punkte dieser 
Reihe Icongruent sein muß, so ist die Summe der mit ihren 
Ordnungszahlen multiplizierten Pole des Systems kongruent 
der Summe der mit ihren Ordnungszahlen multiplizierten 
NvMpwnkte. Durch geeignete Wahl des Systems läßt sich 
stets bewirken, daß diese Kongruenz in eine Gleichung 
übergeht 

Ordnung einer elliptlsehen Funktion« 

80. Die Anzahl m der auf ein Periodenparallelogramm 
entfallenden Punkte, für welche eine elliptische Funktion 
f{u) einen vorgeschriebenen Wert annimmt, ist nach 
dem vorletzten Satze unabhängig von der Wahl des 
Wertes c, wir wollen nun untersuchen, in welcher Weise 
jene Anzahl abhängig ist von der Wahl der Perioden, 
mit welchen wir das PeriodenparaUelogramm konstruieren, 
von dem absoluten Orte des letzteren in der Ebene der 
Variablen und von der Form seiner Begrenzungslinien. 

Zunächt erkennen wir, daß, bei festgehaltenen Eck- 
punkten, die Zahl m nicht mit der Gestalt der begren- 
zenden Kurvenbögen variiert; denn haben wir zwei 
Parallelogramme mit denselben Eckpunkten, so können 
wir zwei gegenüberliegende (also parallele) Stücke der 
Begrenzung des einen durch kontinuierliche Deformation 
in die entsprechenden, d. h. zwischen denselben Eckpunk- 
ten verlaufenden Begrenzungslinien des anderen überführen. 
Sind wir darauf bedacht, während der Dauer der ganzen 
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Deformation die Parallelität der beiden Korvenbögen zu 
wahren, so wird in dem Augenblicke, in welchem einer 
der Kurvenbögen etwa einen ^^Tullpunkt schneidet, der 
parallele Kurvenbogen durch den kongruenten Nullpunkt 
gehen; für jeden Nullpunkt, welcher während der Defor- 
mation aus dem variablen Parallelogramm* auf der einen 
Seite austritt, wird auf der gegenüberliegenden Seite ein 
Nullpunkt eintreten und umgekehrt, die Oesamtzahl der 
Nullpunkte wird also unverändert bleiben. 

Desgleichen wird bei einer Parallelverschiebung des 
ganzen Periodenparallelogramms (ohne Deformation der 
Seiten) für jeden austretenden Nullpunkt ein anderer ein- 
treten und umgekehrt. 

Die Gesamtzahl der Nullpunkte hängt also weder 
von der Gestalt der Begrenzungslinien, noch von der ab- 
soluten Lage des Periodenparallelogramms in der Ebene 
ab. Wir können uns infolgedessen, wenn wir nun die 
Abhängigkeit jener Anzahl von der Wahl der Perioden 
untersuchen, auf die Betrachtung eines geradlinig begrenz- 
ten Parallelogramms beschränken und dieses an einem 
willkürlich gewählten Orte konstruieren, also etwa die 
eine Ecke in den Anfangspunkt der Koordinaten hinein- 
legen. Das geradlinig begrenzte Parallelogramm mit den 
Eckpunkten 

0, /7, /7+Ö, 

soll kurz als Grundparallelogramm für die Perioden 
J7, 6 bezeichnet werden. Wie ändert sich die Anzahl der 
auf das Grundparallelogramm entfallenden Nullpunkte, 
wenn wir von einem Periodenpaar auf ein anderes über- 
gehen f 

Seien U^ , öj zwei unabhängige Perioden, welche aus 
dem Periodenpaare 11, abgeleitet sind; d. h. es sei 

ZTi =mn+n0 , öl =p27+gö; 

ein beliebiger Nullpunkt a bildet mit allen Nullpunkten, 
welche ihm nach dem Modul (ZT, 0) kongruent sind, ein 
Gitter, und mit allen Punkten, welche ihm nach dem 
Modul (Z?i, 0y) kongruent sind, ein zweites Gitter. In 
eine Masche des letzteren fallen nach Nr. 76 genau 

Dl = \mq — np'\ 



n 
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Punkte des ersten Gitters. Parallel Verschiebung eines mit 
77, 6 oder mit 11^, 6^ konstruierten beweglichen Perioden- 
parallelogramms kann die Anzahl der auf seine Fläche 
entfallenden Punkte des mit ZT, 6 konstruierten festen 
Gitters nicht ändern (vgl. S. 185 oben); deshalb muß 
das Grundparallelogramm für die Perioden 11^ , 6^ ge- 
nau \D\ Punkte enthalten, welche dem Punkte a nach 
dem Modul (77, 0) kongruent sind, während auf das 
Grundparallelogramm für die Perioden 77, 6 ein einziger 
solcher Punkt entfällt. Derselbe Schluß gilt für sämt- 
liche nach dem Modul (77, 0) inkongruente Nullpunkte 
der Punktion. Das Grundparallelogramm für die Perioden 
77^, 0^ enthält also |7>|-mal so viel iN'uUptmkte als da.s 
Grundparallelogramm für die Perioden 11,0. 

Was für die Anzahl der !N"ullpunkte gilt, muß in 
gleicher Weise für die Anzahl der Punkte gelten, in 
welchen die elliptische Funktion einen willkürlichen Wert c 
annimmt. Auf die Eesultate dieser Nummer gründen wir 
nun die Definition der Ordnung einer elliptischen Funktion 
und fassen mit Hilfe dieses neuen Begriffes das Vorher- 
gehende in einem Satze zusammen : 

Die von der Gestalt der Begfenzungslinien und der 
absoluten Lage des Periodenparallelogramms unabhängige 
Anzahl der zu ihm gehörigen Punkte, in welchen eine 
elliptische Funktion einen willkürlich vorgeschriebenen 
Wert annimmt, nennen wir die Ordnung der ellip- 
tischen Funktion mit Beziehung auf die Perioden, 
für welche das Periodenparallelogramm konstru- 
iert ist. 

Die Ordnung einer elliptischen Funktion mit Beziehung 
auf ein Periodenpaar 77^, d^ , welches aurs einem anderen 
Periodenpa^ar 11, abgeleitet ist, ist gleich dem \D\-fa4ihen 
der Ordnung jener Funktion mit Beziehung auf das Perio- 
denpaar 77, , wenn \B\ den numerischen Wert der Deter- 
uninante einer Substitution bezeichnet, welche da^ Perioden- 
pa4ir 77, in da^ Periodenpa^r 77^ , 0^ überführt. 

Im besonderen also können wir aussagen: 

Die Ordnung eitler elliptischen Funktion ist dieselbe 
mit Beziehung auf zwei beliebige äquivalente PeriodenpaarCy 
also z. B. in Beziehung auf zwei beliebige Elementarperioden- 
paare. 



r 
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Die Ordnung einer elliptischen Funktion mit Beziehung 
auf irgend ein Mementarperiodenpaar hat kleineren Wert 
als ihre Ordnung in Beziehung auf jedes Periodenpaar, 
welches nicht ein Paar von Elementarperioden darstellt. 
Jener Minimalwert, d. h. die Ordnung mit Beziehung 
auf ein Elementarperiodenpaar, soll die absolute Ord- 
nung der elliptischen Funktion genannt werden. 

Es gibt keine elliptischen Funktionen erster Ordnung. 

liTeuntes Kapitel. 

Yersehiedenartige analytische DarsteUungen der eUiptischen 
Funktionen. Eigenschaften, welche sich daraus ergeben. 

Darstellung als Quotient zweier ganzer Funktionen mit Hüte 

der <r-Funktlon. 

81. In Formel (81) der Nr. 69 haben wir einen ana- 
lytischen Ausdruck gegeben, welcher nach der inzwischen 
eingeführten Definition als elliptische Funktion zu be- 
zeichnen ist. Er bietet uns ein Mittel, die allgemeinste 
elliptische Funktion darzustellen. 

Wenn nämlich mit f{u) eine ganz beliebige elliptische 
Punktion bezeichnet wird, welche in dem mit den Perio- 
den JT, konstruierten Periodenparallelogramm die Pole 

(1) «1 , Äg , . . . , a^ mit den Ordnungzahlen m^ , mg , . . . , m^ 
und die Nullpunkte 

(2) ßi^ ß^^ ' - ") ßy i^it den Ordnungszahlen n^ , % , . . . , n^ 

besitzt, so müssen ja nach den allgemeinen Sätzen des 
vorhergehenden Kapitels die Beziehungen bestehen: 

(3) . Wj + m^ +•••"!" "^fjt = ^1 ~l" ^2 ~l" • • • + Wy *= w > 

— K ßi + ^lÄ + ".+n^ßy)=^pn-\-gd , 

wo p irgendwelche positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. Der Ausdruck 

(p(u) = 6 ^ ^ 

[o{u - ß,)]-^ . [o{u - jgg)]^ > . . . > [o{u - ß;)]^ 
' [o{u — «i)]*^ • [a{u — Äg)]"^ ..... [o(u — Ä^)]"*^ 



(4) I 



n 
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stellt eine elliptische Funktion dar, welche dieselben Pole 
und Nullstellen besitzt wie f(v^ und keine anderen. Der 
Quotient f(u) : q)(u) ist demnach eine elliptische Funktion, 
welche innerhidb des Periodenparallelogramms nirgends 
Null oder unendlich wird und daher eine Konstante 
sein muß: 

(6) f(u) = G.<p(u), 

(7) m^C^r-'n^'-'^^'^^ l-^^-ß^^^ . 
^ ' ^ ^ [o{u — «i)]*^ • . . . . [a(u — Ä^)]"*A* 

Durch geeignete Wahl des Systems der Pole und 
Nullpunkte können wir bewirken (vgl. Nr. 79, Schluß), 
daß in der Formel (4) für p und q Null zu setzen ist; 
alsdann nimmt der Exponentialfaktor in (7), dessen Ex- 
ponent verschwindet, den Wert 1 an. Der Umstand, daß 

die Pole ^^ , ^2 > * * - ? ^/« ^^^ ^^ Nullpunkte ßi, ßi, - > »j ßr 
unter diesen Verhältnissen im allgemeinen nicht mehr in 
demselben Periodenparallelogramm liegen, ändert an den 
übrigen Schlüssen der oben durchgeführten Betrachtung 
nichts, sofern wir es nur so einrichten, daß die Werte 

^19 - - '} ^/* ^^^ ßij " 'j ßy ^^ vollständiges System in- 
kongruenter Pole und Nullpunkte bilden. Statt (7) er- 
halten wir den einfachen Ausdruck: 

(R) f(u\ = r [^(^ - ßl)r^ ' [OJ^ - ß2)Y^ ..,..[0{U- ß^jfr 
\0) l\U) U . ^^^^ _ ^^^j^ ^ |.^^^ __ ^^^j^ . . _ . [^(^ _ ÖC^)]m^ » 

d. h. : Jede elliptische Funktion läßt sich, abgesehen von 
einem Iconstanten Faktor, als Quotient zweier ganzer trän- 
szendenter Funktionen darstellen, deren jede das Produkt 
einer Anzahl von a-Funktionen verschiedener Argumente ist. 

Dieses Resultat bildet das Analogon zu dem Satze, 
daß eine rationale Funktion als Quotient zweier ganzer 
rationaler Funktionen geschrieben werden kann, deren 
jede in Linearfaktoren zerlegbar ist; einem Linearfaktor 
der Form u — a entspricht in der Theorie der elliptischen 
Funktionen eine a-Funktion a{u — oc). 

Die oben angezeigte Möglichkeit einer analytischen 
Darstellung gestattet folgenden Schluß: 

Eine elliptische Funktion ist, bis auf einen konstanten 
Faktor, vollständig bestimmt, wenn ein Paar unabhängiger 
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Perioden und ein mit Beziehtmg auf diese Perioden voll- 
ständiges System von Polen und Nullpunkten (nebst ihren 
Ordnungszahlen) gegeben ist, 

Anwendungen: Eine fundamentale Formel« — Additlonsttieoreme 

der Funktionen S(u) 9 piu) y p'{u) • 

82. Von dem Vorhergehenden soll hier eine besonders 
wichtige Anwendung gemacht werden. 

Es bezeichne der Buchstabe a einen fest gegebenen 
Wert, welcher der Zahl Null nicht kongruent sein darf. 
Bann ist die Differenz 

(9) 2>W-pW, 

als Funktion von u betrachtet, eine elliptische Funktion 
mit den Perioden 11, 0, fm welche man die Funktion p (w) 
gebildet hat. In den Punkten 

(10) u = 0(mod/7, 0) 

wird die Differenz (9) von zweiter Ordnung unendlich; 
sie besitzt keine anderen Pole als diese, ist also mit Be- 
ziehung auf die Perioden 11, von der zweiten Ordnung 
und hat in jedem Periodenparallelogramm zwei einfache 
Nullstellen oder eine doppelte NuUstelle. Der erste dieser 
beiden möglichen Fälle tritt ein, wenn wir die Werte a 
ausschließen, für welche. die Kongruenz 

(11) 2a = (mod/Z, ö) 

besteht. Da nämlich p(u) eine gerade Funktion ist, so 
sind alsdann 

(12) u = a (mod/7, 0) , 

(13) u = -a (mod/Z, 0) 

zwei inkongruente Kulistellen der Differenz (9). Wir 
wenden die Formel (7) der vorhergehenden lüTummer an, 
indem wir setzen: 

f/i = l', mi = 2, «1 = 0; r = 2, n^^n^^l, 
(14) 



{" 



ßi^a , ^2 = — a . 
Es ist 
(15) Wi «1 — (wi )8i + W2 jSg) = a — a = , 
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folglich erhalten wir bei diesen Annahmen sogleich einea 
Ausdruck der Form (8), und zwar: 

(16) p{u)-p{a) = C-^ ^, '-, 

Um die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir 
beide Seiten dieser Gleichung mit u^ und setzen hierauf 
u = 0. 

(17) [u^ . p (i*)]u=o = 1 [vgl. I^r. 51, (96)] , 

o{u) 



(18) 



= 1 [vgl. ISv. 64, (34)]. 



Folglich erhalten wir 

(19) a{a) . o{-a) .(7 = 1. 

Die Funktion a{u) ist eine ungerade Funktion und ver- 
schwindet nur für die zu Null kongruenten Werte des 
Argumentes; es ergibt sich daher, weil a nicht zu diesen 
Werten gehört: 

(9Ci\ ^UA ^(n\ a(ti + a) ' o(u - a) 

(20) V{u)-v{a)^ [o{uW^[o(a)]^ ' 

Ist nun a einer halben Periode kongruent, was wir 
oben durch Ausschließung von (11) verneint haben, so 
ist I* = a eine doppelte iN^uUstelle der Differenz p (w) — p (a) ; 
denn ihre Ableitung nach li, welche bis auf einen kon- 
stanten Faktor mit der Funktion S^{u) übereinstimmt, 
hat immer noch die Nullstelle it ^ a , da [nach Nr. 54 
(129)] 

(21) ^(f)=o, £;(|) = o. 

Um die Formel (8) anzuwenden, können wir also 
wieder setzen: 



(14) i^""^' mi = 2, «1 = 0; v = 2, ni = n2=-l, 



p=l, 

indem wir den doppelten, auf u = a fallenden Nullpunkt 
in zwei einfache Nullpunkte zerlegen und den einen von 
diesen durch den zu ihm kongruenten Nullpunkt u = —a 
ersetzen. Die Formel (20) bleibt also auch für diesen 
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Fall bestellen, und wir sind von der oben gemachten Ein- 
schränkung wieder frei. 

Bei der Herleitung der Identität (20) haben wir die 
Größe u als variabel, die Größe a als fest betrachtet. Es 
ist klar, daß diese Auffassung durchaus willkürlich ist, 
und daß beide Größen in dem Eesultate dieselbe EoUe 
spielen. 

Nehmen wir auf beiden Seiten von (20) die Loga- 
rithmen und differentiieren sie nach u, so ergibt sich 

ebenso, durch Differentiation der Logarithmen nach a : 

(23) - ^(/^""[(„^ -C(t^ + a)~t(i^-a)~2t(a), 
und durch Addition beider Formeln: 

(24) f(« + a) = f(«) + C(a)+lÄ:zPM. 

2 p(u) — p{a) 

Diese Beziehung nennen wir das Additionstheorem 
der Punktion C(w). 

Indem wir noch einmal nach u und die so ent- 
stehende Identität hierauf nach a differentiieren, erhalten 
wir das Additionstheorem der Funktion p{u) in der 
Form: 

(25) p{u + a) = p{u) — 



p '{u) - p'ja) 
2 du [ p{u) —p{a) . 

und das Additionstheorem der Funktion p\u) in 
der Form: 



(26) p'(„ + a) = -l^ 



p\u) - p\a) 
\.p{u)-p(a) J • 



Danteliong als Summe von X- Funktionen« Analogon der Partial- 

bruchzerlegung. 

83« Es sei f{u) eine elliptische^^ Funktion, welche die 
unabhängigen Perioden 77, 6 besitzt und mit Beziehung 
auf dieses Periodenpaar von der Ordnung m ist. Sie hat 
also in dem mit 11 und 6 konstruierten Periodenparallelo- 
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gramm m einfache Pole, von denen jeweils mehrere in 
einen einzigen Punkt zusammenfallen können. Sind 

(27) «1 , 0^2 , . . . , «ju 

die verschiedenen Pole des Periodenparallelogramms und 

(28) * Ml j Tm,2 9 • • M ^A< 
ihre Ordnungszahlen, so muß 

(29) 1»! + WI2 -}"••• ~h W/* '^^ ^ 
sein. Die nach Potenzen von 

(30) W — Äi , W — ÖCg , . . . , U — (Kfjt 

fortschreitenden Entwickelungen der Funktion f(u) in der 
Umgebung der Pole mögen so aussehen: 



l + ^j , . (^ _ «^)-i + 5ß^(,, - a^) , 

(fc=l, 2, ..., fA) 



(31) 



wo die ^k(u — ^i) reguläre Potenzreihen bezeichnen. Dann 
verlangt unser allgemeiner Satz über die Besiduen einer 
elliptischen Funktion (Kr. 79), daß 

(32) All + ^1 + . . . + ^^1 = . 

Ist diese Bedingung erfüllt, so stellt der Ausdruck 

f9p(w) = Jli,,^-5',Ht(w-«i, n, ö) + Ai,^,.i.£',„,_i(t*-«i, /7, 0) + 

+ Ai-*2i(w-ai, ZT, Ö) 
+ A2,,^-S',^(w--a2, 77, ö) + A2,,^_i.5'^_i(it-«2,77, Ö) + 
(33) < + ^2,1 • 5;(w - «2 , 77, ö) 

+ + 

+ A^, 1 • 5; (w — a^ , 77, ö) 

eine elliptische Funktion mit den Perioden 77, 6 dar; 
denn die Funktionen Si(w) , deren Index größer als 1 ist, 
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sind an sich elliptische Funktionen, nnd die in (33) auf- 
tretende lineare Verbindung der i^^ -Funktionen: 

(34) |Ai-^i(w-«o^»ö) + A2,i.5i(w-a2>^f Ö)+... 
\ +A^^i'S^{u'-oCf,, 77, ö) 

ist es vermöge der Beziehung (32) (vgl. Nr. 57). 

Die Funktion (p{u) hat dieselben Pole wie f{u) und 
keine anderen. Ihre Entwickelungen nach Potenzen der 
Größen (30) stimmen in den Oliedern, welche negative 
Potenzen enthalten, überein mit den in (31) gegebenen 
Entwickelungen der Funktion f{u) . Die Differenz 

(35) ^ f{u) - <p{u) 

ist also eine elliptische Funktion, welche innerhalb des 
mit den Perioden 77, 6 konstruierten Parallelogramms 
nicht unendlich wird; sie muß nach Nr. 77 eine Kon- 
stante sein. Wir haben daher in dem Ausdruck (33), 
wenn wir ihm noch eine Konstante Äq additiv hinzufügen, 
eine analytische Darstellung für die Funktion f{u) , welche 
so definiert war, daß sie den allgemeinsten Typus einer 
elliptischen Funktion m-ter Ordnung repräsentiert; denn 
die Aufhebung jeder einzelnen der bei ihrer Definition 
gemachten Annahmen würde dem Begriff der elliptischen 
Funktion widersprechen. 

Es resultiert der Satz: 

Jede eUiptisehe. Funktion läßt sich als lineare Ver- 
bindimg einer endlichen Anzahl von Sj^-Funlctionen mit "hon- 
gta/nten Koeffizienten und einem Jconstanten Oliede darstellen* 

Diese Darstellung bildet das Analogen zu der Partial- 
bruchentwickelung der rationalen Funktionen. Was in 
der Theorie der letzteren die einzelnen Partialbrüche der 
Form : 

(36) {u — öc)~^ , (u — (x)~^ , . . . , {u — a)~* , . . . , 

das sind in der Theorie der elliptischen Funktionen die 
verschiedenen iE-Funktionen 

(37) • S^{u — a) , 5*2 (t* — a) , . . . , S^{u — ä) , ... 

Diese Analogie befindet sich in Übereinstimmung mit der 
bereits oben (Nr. 81) konstatierten Tatsache, daß sich in 
den beiden Theorien die Linearform u — oi einerseits und 
die Funktion o(u — (x) andererseits entsprechen; denn es ist 

Boehm, Elliptische Funktionen L 13 
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(38) 



{u - ä)-i = -— [log(w — ä)] , 



du 



{u — ä)"* = -- 



• > 



d 



h — 1 du 



[(^ - ä)-*+1] , 



(39) 



d 



S^{u - a) = -j— [loga(w — a)] , 



du 



Sj,{u — ä) = 



1 du 



[5i-i(i* — ä)] . 



Daß (u — a)-^ der reziproke Wert von t^ — « , und 
(w — a)-* die Ä-te Potenz von (u — a)'^ ist, müssen wir 
in dem hier betrachteten Znsammenhange gewissermaßen 
als Zufälligkeit ansehen, für welche wir deshalb kein Ana- 
logen zu erwarten haben, während die oben aufgeschrie- 
benen Beziehungen das für unsere Analogie WesentUche 
zum Ausdruck bringen. 

Die Anzahl der in 



(40) 



f{u) =Aq + q){u) 



auftretenden Konstanten ist m + ju; nämlich die Kon- 
stante Aq , die m Koeffizienten A^^j^ , von denen aber in- 
folge der Beziehung (32) nur m — 1 unabhängig sind, und 
die ja Werte äj , äj , . . . , ar^ . Die Maximalzahl der un- 
abhängigen Konstanten wird erreicht, wenn /^ =* m , d. h. 
wenn nur einfache Pole vorhanden sind; sie ist alsdann 
gleich 2m, und diese Anzahl kann als die Mannigfaltig- 
keit der elliptischen Funktionen w-ter Ordnung 
bezeichnet werden. Die Mannigfaltigkeit der rationalen 
Funktionen m-ter Ordnung, d. h. die Maximalzahl der in 
ihrem analytischen Ausdruck auftretenden Konstanten ist 
2 m + 1 . Die Differenz beider Mannigfaltigkeiten 






41) 



p = 2m + l — 2m = l 



heißt das Geschlecht der elliptischen Funktionen. 
Der Darstellung (40), aus welcher wir im folgenden 
eine Beihe wichtiger Besultate ableiten werden, können 
wir eine andere Form geben, indem wir die Bezeich* 
nungen 

(42) E,{u)^C{u), S,{u)^p{u) 
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einführen und von der Beziehung 

(_l)*-2 



(43) 



Sh{u) = 



2 . 3 ..... (Ä - 1) 



p(*-2)(t*) 



Gebraucli machen [vgl. Nr. 50 (93)]. Wir erhalten so für 
unsere Funktion f{u) den Ausdruck 



)*) 



*=A* 



1- 



f(u) =,Äo + y^M»,! • C{U — Ät) + ^t,2 • P(W 



Äi) 



r-p'(«-«»)+---+(-i)""K-i). 



(»»1,-2) 



{u - a*)! , 



in welchem, der Einfachheit halber, die Angabe der 
Perioden 77, ö , für welche die Funktionen C(w — oc^) , 
p{u — txt) gebildet werden müssen, weggelassen sind. Es 
möge bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen werden, 
daß die Perioden 17, 0, welche in (40) und folglich auch 
in (44) benutzt werden, ein beliebiges Paar unabhängiger 
Perioden sind, daß wir also verschiedene Ausdrücke in 
derselben Form (44) erhalten, je nach dem Periodenpaar, 
welches wir zugrunde legen. 

In der Form (44) läßt sich jede elliptische Funktion 
darstellen, und jeder Ausdruck der Form (44) ist eine 
elliptische Funktion, wenn die Koeffizienten ji^^i der Be- 
dingung (32) genügen. 

Ausdruck für das Integral einer elliptisohen Funktion. 

S4. Den Ausdruck (44) können wir auf einem Inte- 
grationswege, welcher keinen der Pole von f{u) berührt, 
integrieren: 

lf{u) du = C + ÄqU +^A]^i • loga(t* — oct) 



(45) 



*=! 






+ (-_lp-« 



(m^-l)! 



'V 



2 



*^ {U — OCi)j . 



13* 
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Bei der Integration der Funktion C{u — (Xjt) ist Gtebranch 

gemacht von der in Formel (32) der Nr. 63 gegebenen 

Beziehung. 

Die Oleichung (45) liefert folgenden Satz: 

Das Integral einer beliebigen elliptischen Funktion ist 

additiv aus vier verschiedenartigen Bestandteilen zusammen- 

gesetzt^ nämlich 

1. einer linearen Funktion, 

2. einer ßumme von Logarithmen von o-Funktionen, 

3. einer Summe von C- Funktionen, 

4. einer elliptischen Funktion. 

Jeder einzelne dieser Bestandteile kann im besonderen 
Falle verschwinden, wodurch der Charakter der Integral- 
funktion wesentlich verschieden ausfallen kann. 

Wir bezeichnen das Integral einer elliptischen Funk- 
tion als: 

Transzendente dritter Gattung, wenn der zweite 
von den aufgezählten Bestandteilen wirklich in dem Aus- 
druck (45) auftritt; als: 

Transzendente zweiter Gattung, wenn der zweite 
Bestandteil verschwindet, der dritte aber vertreten ist. 
Im besonderen ist also die Funktion C{u) selbst eine Tran- 
szendente zweiter Gattung. 

Die Tatsache, welche uns hier in Gestalt eines ana- 
lytischen Ausdruckes (45) vorliegt, ist in voUkommener 
Übereinstimmung mit der Aussage, welche wir bereits in 
Nr. 78 auf Grund allgemeiner Begriffsbestimmungen ge- 
macht haben. 

Beliebige ^-Funktionen als rationale ganze Funktionen Yon 

p(u) und p^u) . 

85. Die ^'-Funktionen, deren index eine gerade Zahl 
ist, sind gerade Funktionen (Nr. 54); ihre Eeihenentwicke- 
lungen nach Potenzen des Argumentes enthalten daher 
nur Potenzen mit geraden Exponenten: 

worin Sß{u^) eine nach positiven Potenzen von u^ fort- 
schreitende Eeihe bezeichnet. Im besonderen ist (Nr. 51) 

(47) S,(u) = p{u) = u-' + ^,{u^). 
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Jede ganzzahlige Potenz dieseB AnsdruckeB ist wieder eine 
meromorphe Funktion, welche in u = einen Pol hat, 
dessen Ordnung gleioli dem Doppelten des Exponenten 
ist. Da alle diese Funktionen gerade Funktionen sein 
müssen, so haben wir ganz allgemein: 

(48) 



f \p{u)Y = e,^.i,'U 



und es ist offenbar 

(49) ^., -2. = 1 . 

Bildet man die Ausdrucke (48) für «>=ly2|...yA, so 
ergibt sich ein System von h Gleichungen: 

ti-^*+e».-2* + 2-ti-^*^* + ... + e*,., •!*-« = [p(l*)]* -^kWy 

^-2* + 2 + ... + 6*.i..,.|i-« = \P{U)]^'' - 5ß».i(l*«), 

welche in den h Größen 

(51) II-»*, t*-»*+«, ..., w-*, 1I-« 

linear sind und nach diesen auflöst werden können, da 
die Determinante der Koeffizienten gleich 1 ist; die 
Lösungen des Systems (50) haben die Form 

(52) u-^'=^E,.p{u) + E,*\p{u)]^ + ... + Er{p{u)Y + %{u^) 

(« = 1, 2, ..., Ä), 

wo die j^iy JErgy ..., jE?« konstante Größen sind, und 

^aiu^ eine nach positiven Potenzen von u* fortschreitende 
Fotenzreihe bezeichnet. 

Die «-te Potenz von w^ ist demnach als Summe 
einer ganzen Funktion «-ten Grades von p{u) und einer 
Potenzreihe in u^ ausgedrückt. Führen wir nun die Lö- 
sungen (52) in die rechte Seite von (46) ein, so geht diese 
über in die Summe einer ganzen Funktion A-ten Grades 
von p{u) und einer regulären Potenzreihe in u» Diese 
Potenzreihe muß sich aber notwendig auf eine Eonstante 
reduzieren; denn die Differenz der Funktion S^j^iu) und 
der ganzen Funktion von p{u) ist eine elliptische Funk- 
tion , welche in u^O und allen kongruenten Punkten, 
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folglich unbeschränkt regulär ist, und demnach eine Kon- 
stante sein muß. Wir haben somit das Resultat 

(53) I *^**^^^ = ^». * • [P W]* + Ca, *_i • b (u)f-^ + . . . 
1 + Ca,2 • I>(w)]* + Ch^i'PM + Ca.o 

(Ä = 1, 2, . ..) , 

d. h.: Die S-Funktionen mit geradem Index sind aU ganze 
Funktionen von p{u) darstellbar. 

Wird die Identität (53) nach u differentiiert, so er- 
gibt sich folgende Beziehung 

d. h: Jede S-FunMion, deren Index ungerade und größer 
als 1 istj läßt sich als Produkt der Funktion p^{u) mit 
einer ga/nzen Funktion von p{u) darstellen. 

Dieses Eesultat hätten wir auch, wie die Formel (53) 
unmittelbar durch einen rein algebraischen Eliminations- 
prozeß gewinnen können. 

Algebraische Differentialgleichung der Funlstion p(u). — Ver- 
schiedene aus ihr sich ergebende Beziehungen« 

86. Multipliziert man die für h = 2 gebildete Iden- 
tität (53): 

(55) S^{u) = -273-P''W = «22[P W]' + <htiPW + ^20 

mit der Größe 12 p'(u) und integriert die hierdurch ent- 
stehende Gleichung, deren beide Seiten vollständige Diffe- 
rentiale sind, nach u, so ergibt sich die identische Be- 
ziehung 

(56) [p'(u)Y = 4 Cg, b {u)Y + 6 c^i b MY + 12 c,o piu) + e, 

d. h: Die Funktion p'{u) ist gleich der Quadratwurzel aus 
einer ganzen Funktion dritten Orades der Funktion p {u) . 
Die Funktion p{u) genügt einer algebraischen Differential- 
gleichung erster Ordnung, in welche die unabhängige Variable 
u nicht explizite eintritt. 
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Die Berechnung der in (56) auftretenden Koeffizienten 
findet der Leser an einer späteren Stelle (Nt. 111). 

Erheben wir die Gleichung (54) unter Benutzung von 

(56) ins Quadrat, so entsteht auf der rechten Seite eine 
ganze Funktion (2Ä + l)-ten Grades von p{u) 

(57) [S'2A+i(^)P = Ö2*+i(p(^)). 

!N^un können wir durch rationale Operationen die 
Funktion p(u) aus (53) und (57) eliminieren und erhalten 
so eine algebraische Gleichung zwischen den Funktionen 
Sihiu) und S2h+i{y)' Auf genau dieselbe Weise erkennen 
wir das Bestehen einer algebraischen Gleichung zwischen 
^2h-i{'^) und S2h{u). Also: 

Zwischen je zwei auf eincmderf olgenden S-FunJctionen 
(deren Indizes beide nicht Meiner als 2 sind) besteht eine 
algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten. Oder: 
Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Differentiälquotienten 
der Funktion p(u) besteht eine algebraische Gleichung mit 
konstanten Koeffizienten. 

Oder, da die erste Ableitung einer ^'-Funktion bis auf 
einen konstanten Faktor mit der folgenden iS*- Funktion 
übereinstimmt: 

Jede S'Funktion, deren Index mindestens gleich 2 ist, 
genügt einer algebraischen Differentialgleichung erster Ord- 
nung, in welcher die unabhängige Variable nicht auftritt. 

Diesem Satz können wir auch die folgende Form 
geben: 

Jede doppelt periodische S- Funktion genü0 einer al- 
gebraischen Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher 
die unabhängige Variable nicht auftritt. 

Auf Grund der Formeln (53) und (54) können wir 
den wesentlichen Inhalt der Identitäten (25) und (26), 
welche oben als Additionstheoreme bezeichnet wurden, 
folgendermaßen aussprechen: 

Die Funktionen p{u + a) und p^{u -\- a) , wo u und a 
gam,z beliebige Größen sind, lassen sich rational mit kon- 
stanten Koeffizienten durch p\u), p{a), p'{u), p'(a) aus- 
drücken. 

Der Formel (24) entnehmen wir unmittelbar das Be- 
sultat: 
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Die Funktion C(ii + a) — C W — C(ä) , worin u und a 
gtmz beliebige Größen bedeuten j ist gleich einer rationalen 
Funktion von p(i*), p(a), p'(w), p'(a). 

Bezeichnet a eine konstante, u aber eine variable 
Größe, so haben wir den Satz: 

Die Funktionen p{u + a) und p^{u + a) sowie die 
Differenz C{u + a) — C{u) sind rationale Funktionen mit 
konstanten Koeffizienten von p{u) und p'{u). 

Da p'{u) die Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion 
von p{u) ist, so laß sieh jede ganze Funktion von p{u) 
und p^{u) offenbar in die Form setzen: 

(58) 9o{pM) + P'i^)'9ApM)j 

wo gQ und g^ ganze Funktionen ihres Argumentes bezeichnen. 
Eine rationale Funktion von p(u) und p'{u) hat daher 
die Gestalt 

yo(pW) + P»-flfi(pW) 

Multiplizieren wir Zähler und Nenner dieses Bruches mit 

fc(pW)-P»-ft(pW) 

und setzen in dem so entstehenden Ausdruck für [p^(ii)]^ 
das Polynom (56), so wird der Nenner eine ganze Funktion 
von p{u), der Zähler eine Funktion der Form 

Oo{p{u)) + p'iu).G,{p{u)) 

sein, wo Oq und O^ wieder ganze Funktionen sind. Also: 
Jede rationale Funktion von p{u) und p^{u) laß sieh 
in die Form setzen: 

(59) ro(p(«)) + p'(«).ri(p(«)), 

worin r^ und r^ rationale Funktiofien ihres Argumentes 
bezeichnen. 

Die Darstellungen (58) und (59) beruhen, wie man 
sieht, einzig und allein auf der Tatsache, daß [p^(ii)]^ eine 
ganze Funktion von p{u) ist, haben also überall Gültig- 
keit, wo dieses Verhältnis zwischen den beiden Argumen- 
ten einer ganzen, beziehungsweise rationalen, Funktion 
besteht. 
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Aiifldniek einer beliebigen eUlptisehen Funktion durch 

piu) und p^iu)» 

87« Mit den Besultaten der beiden letzten Nummern 
kehren wir nun zu der Darstellung der allgemeinsten 
elliptischen Funktion zurück, wie sie durch die Formeln 
(40) oder (44) gegeben ist. Zunächst kann man den in 
(33) und also auch in (40) auftretenden Ausdrücken durch 
Anwendung der Formeln (53) und (54) folgende (Gestalt 
geben: 

= Ati • t(w — (Xt) + got{p{u — (Xi)) 
+ p'{u — «i) • gii{p{u — «*)) , 

worin g^^ und g^ ganze Funktionen ihres Argumentes 
mit konstanten Koeffizienten sind. Auf Grund der Be- 
sultate, welche wir in ÜSTr. 86 aus den Additionstheoremen 
der Funktionen ^(u)^ v{^)j v'{^) abgeleitet haben, nimmt 
die rechte Seite von (60) die Form an: 

(61) A»i.t(i*)+r»(p(w), i>'(ii)), 

in welcher rje eine rationale Funktion der beiden Argu- 
mente p[u) , p'{u) bezeichnet. Indem wir die fij den Polen 
unserer Funktion f{u) entsprechenden, Ausdrücke (61) 
addieren und die Konstante A^ hinzufügen, erhalten wir 
die rechte Seite von (40). l^un besteht aber zwischen 
den fi Konstanten Aj^ die Beziehung (32), so daß aus 
der zu bildenden Summe die Funktion l^{u) herausfällt 
und wir einfach erhalten: 

(62) m = A^ + '^r,(p {«) , p'(«)) = B(p(«) , p'(«)) , 

d. h: Jede eüipiische Funktion von u ist eine rationale 
Funktion mit Jconatam^ten Koeffizienten der beiden Funlc- 
tionen p{u) und p^{u). 

Daraus folgt [vgl. Nr. 86, (59)]: 

Jede elliptische Funktion läßt sich darstellen in der 
Form: 

(63) f{u) ^ ro{p(u)) + p'{u) . r, {p{u)) . 
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Da p{u) eine gerade, p\u) aber eine ungerade Funk- 
tion von u ist, 80 ergibt sich aus (63): 

(64) f(-u) = Toipiu)) - p'{u) . r, {p{u)) , 

(65) f{u) + f{^u)^2ro{p{u)), 

(66) f{u) - f{-u) = 2 r, (p (u)) • p'{u) . 

Es verschwindet also in dem Ausdruck (63) die Funk- 
tion ri{p{u)) identisch, wenn f{u) eine gerade Funktion 
ist, es verschwindet ro(p(w)), wenn f{u) eine ungerade 
Funktion ist. Daher können wir den allgemeinen, durch 
(63) ausgedrückten Satz in folgender Weise spezialisieren: 

Jede gerade elliptische Funktion von u laß sich ra- 
tional mit Jconstanten Koeffizienten durch p(u) ausdrücken. 

Jede ungerade elliptische Funktion von u ist das Pro- 
dukt von p'{u) mit einer rationalen Funktion von p{u) . 

Es ist kaum nötig, noch einmal darauf hinzuweisen, 
daß die Funktionen p(u) und p'(u)j von welchen in dießen 
Sätzen, die Bede ist, jeweils mit den Perioden der Funk- 
tion f{u) zu bilden sind, und zwar mit dem Periodenpaar, 
welches wir gewählt haben, um das System inkongruenter 
Pole, wie es sich in (27) und (28) darstellt, festzulegen. 

Alg^ebraisehe Glelehungen zwischen zwei elUptischen Funktionen 

mit gemeinsehaftUehem Periodenpaar. 

88. Sind nun zwei elliptische Funktionen f(u) und 
g{u) gegeben, welche ein gemeinschaftliches Periodenpaar 
/7, besitzen (es braucht keineswegs jede Periode der 
einen Funktion zugleich eine Periode der anderen zu sein), 
so lassen sich beide rational mit konstanten Koeffizienten 
durch die mit dem Periodenpaar /Z, 6 gebildeten Funk- 
tionen p{u)j p'(u) ausdrücken: 

(67) f{u) = fo (p {u)) +p'{u)'r^ (p (u)) , 

(68) g{u) = s^(p(u)) + p\u) . s, (p(u)) . 

Aus den Gleichungen (56), (67), (68) lassen sich die bei- 
den Funktionen p{u) und p'{u) durch rationale Operationen 
eliminieren, und es ergibt sich als Eesultat dieser Elimi- 
nation eine in u identische Beziehung 

(69) «?(/•{«) , </(«)) - , 
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WO eine ganze Funktion mit konstanten Koeffizienten 
der beiden Argumente bezeichnet; d. h: 

Zwei elliptische Funktionen derselben Variablen^ welche 
ein gemeinschaftliches Periodenpuar besitzen^ im übrigen 
aber ganz beliebig gewählt sein dürfen ^ sind durch eine al- 
gebraische Gleichung verbunden. 

Wir können auch sagen: 

Die zu demselben Werte der unabhängigen Variablen 
gehörigen Werte zweier elliptischer Funktionen mit einem 
gemeinschaftlichen Periodenpa^ar lassen sich auffassen als 
die Koordinaten des variablen Punktes einer algebraischen 
Kurve: 

(70) <&(f,^) = 0. 

Wenn umgekehrt eine Punktion f{u) mit einer ellip- 
tischen Funktion g{u) durch eine algebraische Gleichung (70) 
verbunden ist, so hat sie, wie leicht zu beweisen, mit g{u) 
ein paar gemeinsamer Perioden, ist also doppelt periodisch; 
wenn sie außerdem meromorph ist, so wird sie nach der 
in Kr. 77 gegebenen Definition eine elliptische Punktion 
sein. Letzteres ist aber keineswegs immer der Fall; viel- 
mehr haben die algebraischen Gleichungen: 

(71) 0{x, r) = o, 

deren Lösung in der Form 

(72)' x = A^), ^ = g{u) 

durch zwei elliptische Funktionen gegeben werden kann, 
eine besondere Eigenschaft, welche in dem Umstände zum 
Ausdruck kommt, daß sich die Lösungen X, 7 rational 
durch einen Parameter t und die Quadratwurzel aus einem 
Polynom dritten Grades in t ausdrücken lassen; dieser 
Parameter ist unsere Funktion p (u) , die Quadratwurzel 
ist p^{u) . 

Man sagt, eine solche algebraische Gleichung [ebenso 
wie die durch sie definierte algebraische Kurve (70)] habe 
das Geschlecht 1. 

Wenn X und Y sich rational durch einen Parameter t 
allein ausdrücken lassen, so hat die algebraische Glei- 
chung (70) das Geschlecht Kuli, die durch sie definierte 
algebraische Kurve heißt rationale oder unikursale 
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KnrTe. Di» iBl^ wie wir oben gesehen haben, der Fall 
Bit den algelwniaAai ^eidinngen, dnrch w^che zwei 
f»ade ^SfitiaAt Funktional Reichen Argomentee mit 

Feriodmpaar untereinander verbunden 



Zar«t fnradf clltpludbe FwmkUomem d69$elben Artfumentes 
wni ffiiawia/ffii'ii' m Periodempmmr nnd durch eine al- 
fiiraiicii tiVftdhnif «o» GtweUeekie NuU untereinander 
ttihmmdtm; ikare mu dimMlktm Werte der unabhängigen 
TaHMem §ih mr i§ e m FwMumewtrte laesen sieh auffassen 
mts die Kemrdimmiem des tmrimbien Punktes einer unikurßdlen 



Alf«ftnlMkt BBhmwnalRfcithMBi und Additfeustheorem tiir die 

Funktteu. 



89. Ak beeonderen ¥slk des dureh (69) ausgedrückten 
aflgemonen Saties heben wir hervor, daß eine beliebige 
elliptische Funktion mit ihn^ eisten Ableitung durch rine 
algebraische GMchung verbunden sein mufi: 

Jede eDtpludbe FumkÜon genügt einer älgebraisehen 
Differenümlgleiehung erster Ordnung. 

Ein weiterer fundamentaler Satz folgt aus der Dar- 
stellung (63), wenn man die Additionstheoreme der Funk- 
tionen p{u) und p'(u) zu Hilfe nimmt: 

Jede eUipHsehe Funktion besitzt ein algebraisches 
Additiansiheorem; d. A. die Funktion f(u + a) , worin u 
und a zwei ganz beHiebige Größen sindj läßt sieh rational 
dureh f(u) und f{a) ausdrucken, mit .Koeffizienten, wdehe 
nicht von u und a abhängen: 

(73) f{u + a) = r{f{u),f(a)) 



Zehntes Kapitel. 
Elliptisehe Funktionen zweiter und dritter Art 

Einleitung. 

90. iNfach Hermite bezeichnet man eine meromorphe 
Funktion, welche sich bei Vermehrung des Argumentes um 
ganzzahlige Vielfache zweier Größen 11 , mit konstanten 
Faktoren multipliziert, also den Funktionalgleichungen 
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\ yf{u + 6) = Mß' yj{u) 

genügt, als elliptische Funktion zweiter Art. 

Biese Funktionen bilden eine sx>ezielle Erlasse unter 
den allgemeineren meromorphen Funktionen, deren Ver- 
halten den Funktionalgleichungen 

entspricht, und welche in ihrer Gesamtheit elliptische 
Funktionen dritter Art genannt werden; denn die 
Gleichungen (1) gehen für En=-0 j Ee = in (2) über, 
wenn die Konstanten e^^, c^^ mit Mn und Me bezeichnet 
werden. Sind diese Konstanten im besonderen Falle gleich 1 , 
so haben die Funktionalgleichangen (1) die Form 

\ v(w + ö) = V'(w), 

stellen also — in Verbindung mit der Forderung, daß 
y^{v) eine meromorphe Funktion sein soll — die Definition 
einer gewohnlichen, d. h. doppelt periodischen elliptischen 
Funktion dar; eine solche wollen wir, wo es etwa wünschens- 
wert erscheinen wird, als elliptische Funktion erster 
Art Ton den neueingeführten allgemeineren Funktionen 
unterscheiden. 

Die auf den rechten Seiten der Funktionalgleichungen 
(1), (2) auftretenden Faktoren nennt man Periodizitäts- 
f aktoren der elliptischen Funktionen Zweiter (dritter) Art; 
die Größen 11, sollen im folgenden als j,Perioden'' der 
elliptischen Funktionen zweiter (dritter) Art bezeichnet 
werden, obwohl es sich nicht um Perioden im eigentlichen 
Sinne des Wortes handelt. Daß dadurch Mißverständnisse 
entstehen könnten, ist wohl kaum zu befürchten. 

Die elliptischen Funktionen zweiter und dritter Art 
bilden nicht nur an sich einen interessanten Gegenstand 
des Studiums, sondern stehen auch zu den elliptischen 
Funktionen erster Art in Beziehungen, welche für die 
Theorie der letzteren von höchster Bedeutung sind. In 
der Funktion a{u) haben wir bereits eine elliptische 



k 



206 Kapitel X, Elliptische Funktionen zweiter und dritter Art. 

Funktion dritter Art kennen gelernt. Mit ihrer Hilfe allein 
^konnte die allgemeinste elliptische Funktion erster Art 
analytisch ausgedruckt werden. 

Es soll nun in diesem Kapitel der Begriff der ellip- 
tischen Funktion zweiter und dritter Art in ähnlicher 
Weise entwickelt werden, wie es in den vorhergehenden 
Kapiteln mit dem Begriff der elliptischen Funktion erster 
Art geschehen ist. Die Sätze und analytischen Darstellungen, 
zu welchen wir gelangen werden, zeigen eine gewisse Ana- 
logie mit den früher gefundenen. 

Ordnang eiiier elliptischen Funktion dritter Art. 

91* Wir werden zunächst einige Eigenschaften ab- 
leiten^ welche allen elliptischen Funktionen dritter Art, 
also auch den eUiptisehen Funktionen zweiter Art zu- 
kommen. 

Bine elliptische Funktion dritter Art, welche in einem 
Punkte A einen Pol hat^ muß auch in allen kongruenten 
Punkten einen Pol haben und zwar einen Pol von der- 
cidben Ordnung. Das gleiche gilt für die Nullpunkte. 
Man kennt also sämtliche Pole und Nullstellen einer ellip- 
ti^ben Funktion dritter Art^ wenn man die in dnem be- 
s^Ummlen ParallelogTamm liegenden kennt. Bezeichnen 
wir« wie bei den elliptischen Funktionen erster Art, mit 

\w| "Äj f A^2 « • • • ^ ^/n j 

\^ ' I ^^1 * ^^8 y • • • ♦ ^^ji 

die tu d<Nn betmehtelen PeriodNipanJidogramm gehörigen 
IN]d^ mit ihi«n Ordnimifssalilau mit 



* • 



dl<^ <m($|\rMlHNHlMi XnUsitdkA mit flirai Ordnungszahlen, 
»«^ KabM wir wmt«rani die B«neliiuigw 
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Ifirenn die Integrale auf den linken Seiten von (8) und (9) 
in positivem Sinne über die Begrenzung des betrachteten^ 
Periodenparallelogramms erstreckt werden. Hierzu ist aller- 
dings die Annahme erforderlich, daß auf der Begrenzung 
selbst keine Nullpunkte und Pole von xp{u) liegen; doch 
bringt dies, wie in Nr. 79 gezeigt worden ist, keine Be- 
schränkung der Allgemeinheit mit sich. 
Aus (2) folgt: 

(10) / ^^^^(^ + n) = En'U + Dn + logxp(u) , 
\ logv'(« + ff)^ Ee'U + D0 + logv'(w) , 

(11) i *^^8^(^ + n) = En'du + dlogipiu) , 
[ d\ogrp{u + 0) = E0'du + dlogyj{u) . 

Wir zerlegen das Integral (8) in vier Teüe: 



(12) 



z+n z+n+e 



fdlogyf{u) = jdlogyj{u) +jdlogxp{u) 



z z+n 

z+e z 



+jdlogtp{u) +jd\ogy){u) 
z^n+e z+e 

und machen wieder, wie wir es in Nr. 79 getan h,aben, 
in dem zweiten dieser vier Integrale die Substitution: 

w = t? + n^ j 

in dem dritten die Substitution: 

u = iD + ; 

so ergibt sich, mit Benutzung v6n (11), für unser Inte- 
gral (8) eine Summe von vier Bestandteilen, die sich paar- 
weise zerstören, plus dem Ausdruck 

z+e z 

Enfdv + Eefdw , 
2 z+n 

welcher also den Wert des Integrales darstellt. Dalier ist 
(13) fdlogtpiu) ^EnO-Ben-, 

der Eichtungssinn, in welchem wir die Begrenzungslinie des 
Periodenparallelogramms durchlaufen haben (von z üb^ 
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« + iJnach«4-iJ+öund von da über 2; + znrück nach 0), 

g 

ist positiv oder negativ, je nachdem der Quotient -y? 

einen positiven oder negativen imaginären Bestandteil hat, 
oder mit anderen Worten, je nachdem das Moment der 
Größen /7, 

(U) A(n,e) = ir e'' - n" e' 

positiv oder negativ ist. Setzen wir, wie früher, 

(15) € = sgn(iJ' Ö'' - n" 6") , 

so haben wir anf Omnd von (8) und (13) die Beziehung 

(16) Tn^ - Jfm» = -^(^nO - BeH) . 



h^i t=i 



Diese Gleichung stellt zunächst eine Bedingung dar, 
welcher die Konstanten En und Ee genügen müssen, sie 
fordert nämlich, daß die Größe 

(17) ^(Ene-Een)==N 

eine ganze Zahl sei. Dasselbe Besultat hätten wir auch 
durch wiederholte Anwendung der Funktionalgleichungen (2) 
gewinnen können, wie wir es in Nr. 65 für die spezielle 
elliptische Funktion dritter Art a{u) getan haben. q 

Nehmen wir nun an, daß das Periodenverhältnis -^ 

einen positiv imaginären Bestandteil habe, so ist in Formel (1 6) 
€ = +1 zti setzen, und* die durch den Ausdruck (17) de- 
finierte ganze Zahl N ist also gleich der Anzahl der Null- 
punkte, vermindert um die Anzahl der Pole, welche die 
vorgelegte Funktion im Periodenparallelogramm besitzt. 
Man definiert diese Zahl ^ als die Ordnung der ellip- 
tischen Funktion dritter Art \p{u) mit Beziehung auf 
das Periodenpaar il, . 

Für die Funktion o(u) ist ^ = 1 zu setzen, da diese 
Funktion nirgends einen Pol und in jedem mit iJ, B 
konstroierten Periodenparallelogramm nur einen einzigen 
Nullpunkt hat. Die Konstanten Euj' Ee sind für diesen 
speziellen Fall mit 17^, tj^ zu bezeichnen, so daß die 



m 
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Ponnel (17) in die uns aus Nr. 53 bekannte Legendresche 
Eelation übergeht, für welche wir hiermit den in der 
^Fußnote zu Nr. 52 versprochenen zweiten Beweis geliefert 
haben. 

Satz von Liouyille für elliptische Funktionen dritter Art. — 

Charakteristik. 

92. Wenn wir nun mit dem Integral (9) genau so 
verfahren, wie wir es oben mit (8) getan haben, so er- 
halten wir zunächst den folgenden Ausdruck: 

2+6» «+Z7 

jud\ogip{u) = Enf(v + n)dv —• Eekw + 0) dw 



(18) 



z+e z+n 

+ njdlogtp(v) — 0jd\ogyj{w) ; 



und hieraus, mit Benutzung von (10): 



t>)'/ 



/« <iiogv;(«) = -^ [ö« + 2 e(z + n)]-^[n»+ 2n{z + ö)] 



+ n[{EeZ+De)+2rnq - e[{EnZ+Dn)+28}ii\ 

worin r und s irgendwelche positiye oder negative ganze 
Zahlen oder Null bedeuten. Infolge der Identität 

geht (19) über in: 

oder, wenn die anbestimmten ganzen Zahlen r -^ N und 
»■\- N mit t' und *" bezeichnet werden : 

^ *' \ +2jiit'n+2}tit"e 

(77 \ 

E0-^ + D0 + 2nit'\ 

'''"' ^ 16 \ 

-e\En-^-\-Dn+'i^it")- 

Boehn^j Ellipüsche Funktionen I. 14 



(23) 
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Dieser Ausdruck ist nach (9) gleich der mit 2 Tri multi- 
plizierten Summe der Werte von i», für welche tp{u) im 
Periodenparallelogramm von erster Ordnung verschwindet, 
vermindert um die Summe der Werte von u , für welche 
yf{u) im Periodenparallelogramm von erster Ordnung un- 
endlich wird. In der durch Kombination von (22 b) mit (9) 
entstehenden Kongruenz nach dem Modul (11, 6): 

A=r *^if TT ' TT \ 

haben wir also eine Beziehung zwischen den Werten 'ßj^ , a^^ 
einerseits, den Perioden und den in den Funktional- 
gleichungen (2) auftretenden Konstanten En^ JBej Dn^ Dß 
andererseits. Wenn etwa die Perioden i7, 6 und die so- 
eben genannten vier konstanten Größen gegeben sind [wo- 
bei die in (17) enthaltene Bedingung zu berücksichtigen 

ist, daß ^ — r^ — eine ganze Zahl sein muß], so kann 

die Anzahl und Lage der Nullstellen und Pole nicht will- 
kürlich gewählt werden. Zunächst ist ihre Anzahl an die 
Bedingung (17) gebunden: haben wir zum Beispiel die An- 
zahl der Pole im Periodenparallelogramm in beliebiger 
Weise fixiert, so wissen wir, daß die Anzahl der Null- 
punkte um I N \ größer sein muß, wenn N positiv ist, da- 
gegen um |j^| kleiner, wenn N negativ ist. Von den 
Werten ocjg , ß^ können wir alsdann, um die Kongruenz (23) 
zu erfüllen, alle bis auf einen willkürlich annehmen; der 
letzte ist aJsdann durch (23) bis auf ganzzahlige Vielfache 
von n und 6 bestimmt, er kann demnach auf eine einzige 
Weise so gewählt werden, daß er in das betrachtete Perioden- 
parallelogramm fällt. 

Wenn umgekehrt für ein beliebiges mit den vorge- 
schriebenen Perioden /7, d konstruiertes Periodenparallelo- 
gramm die Nullpunkte und Pole fixiert werden, so sind 
dadurch die linken Seiten von (16) und (23) und somit 
gewisse Einschränkungen für die Wahl der vier Größen 
^77, Eßj Dnj De gegeben; indem wir uns anschicken, diese 
^auer zu studieren, finden wir . Gelegenheit, einen für 
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die Theorie der elliptischen Funktionen dritter Art wich- 
tigen Begriff zu definieren. Zunächst führen wir an Stelle 
der vier genannten Größen, aus rein formalen Gründen, 
die folgenden Größen ein 



(24) 



En * n — 2 Du ^ E$ • ö — 2 De 

On = K — i , ^e = 



27ti ' ' 27ii 



dadurch gehen (16), (17) über in: 

(25) Vn* - >m* ^ FeH- FnO = N , 



A^l 



während man der Kongruenz (23) durch eiBe einfache 
Rechnung folgende Gestalt geben kann: 

*^ *^ n+e . _ 

(26) y^ßj,nn-T^k'^i^ + N'—^- = Wne-OeII). 

Durch die Wahl der Bezeichnungsweise haben wir er- 
reicht, daß in jeder unserer beiden Bedingungen nur zwei 
von den vier Größen (24) auftreten. Die Gleichung (25) 
besagt, daß, wenn die Nullpunkte und Pole im Perioden- 
parallelogramm fixiert sind, eine von den beiden Kon- 
stanten Fn , Fe willkürlich gewählt werden kann, die andere 
aber durch sie vollkommen bestimmt ist. Was die Kon- 
gruenz (26) betrifft, so ist, unter denselben Voraussetzungen, 
ihre linke Seite eine gegebene komplexe Größe, läßt sich 
also, auf Grund von Betrachtungen, welche wir in Nr. 28 
angestellt haben, in eindeutig bestimmter Weise auf die 
Form bringen: 

(27) \ign^-gen), • 

worin Qjj und g^ reelle Zahlen bedeuten. Die Auflösung 
der Kongruenz (26) ergibt demnach: 

(28) Gn=i^n + gjj (mod2) , 

(29) Ge = )^0 + flf^ (mod2) , 

worin X eine ganz beliebige komplexe Größe bezeichnet. 
Wie man sieht, kommen die reellen Zahlen ^^, g^ für die 

14* 
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Bestimmung der Konstanten Onj Oe nur mit ihren Besten 
nach dem Modul 2 in Betracht. 

Das soeben eingeführte Paar redler Zahlen (^^^ g^ 

soll als Charakteristik der betrachteten elliptischen 
Funktion dritter Art bezeichnet werden; die Zahlen gjj, g^j 

einzeln genommen, nennen wir Charaktere der Funktion. 
Die Funktionalgleichungen (2) nehmen durch Ein- 
führung der Größen (24) folgende Gestalt an: 



(30) 



v;(t. + /7) = e-HM-'^^)->^].^(u), 

rpiu + 0) ==e-H'^("'"^)"H.y(^). 



Da die Konstanten On, Oe ia den Exponenten mit 
—7ii multipliziert sind, so bleiben die Exponentialfaktoren 
unverändert, wenn On und Oe um beliebige positive oder 
negative gerade ganze Zahlen vermehrt werden. Durch 
(28) und (29) geht (30) über in: 

Die Auflösung der Gleichung (25) nach Fn und Fe, 
bei g^ebenem N , Iftßt sich in der Fonn geben: 



(32) 






WO X eine vollkommen willkürliche komplexe Größe be- 
zeichnet; machen wir von (32) Gebrauch, so lassen sich 
die Funktionalgleichungen (31) schreiben: 

(33J L(« + /7) = e-"['/z-'(-T)l--"(-— ^^(„) . 

U(« + ö) =e-''*K-^H-^)l-"*''^*-"'"'"^V'(«). 

Von den Konstanten, welche, außer II und ö, in 
den Exponenten auftreten, sind ^^, g^ und N , d. h. die 

Charaktere und die Ordnung, durch die Angabe der in 
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einein Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkte und 
Pole bestimmt, während x und X noch willkürliche kom* 
plexe Größen bleiben. 

Aus (33) folgt unmittelbar: 

Eine elliptische FunMion dritter Art von der Ord- 
nung und der Charakteristik (0, 0) genügt den Funktional' 
gleichungen 

im besonderen also genügt diesen Funktionalgleichungen 
eine elliptische Funktion dritter Art, wenn sie weder 
Nullpunkte noch Pole besitzt. 

Umgekehrt hat jede elliptische Funktion dritter Art, 
welche den Funktionalgleichu/ngen (34) genügt^ die Ordnung 
NüU und die Charakteristik (0, 0). 

Yerwandte und gleiehändrige elliptlsehe Funktionen dritter Art. 

93. Bas Produkt (der Quotient) zweier elliptischer 
Funktionen dritter Art, welche ein gemeinschaftliches Faar 
von Perioden besitzen, ist selbst eine elliptische Funktion 
dritter Art mit denselben Perioden; ihre Ordnung und Cha- 
raktere ergeben sich durch Addition (Subtraktion) aus den 
entsprechenden Bestimmungsstücken jener Funktionen. 

Definitionen: Zwei elliptische Funktionen dritter 
Art mit gemeinschaftlichen Perioden heißen verwandt, 
wenn sie dieselbe Ordnung und dieselbe Charakteristik 
haben; gleichändrig, wenn sie denselben Funktional- 
gleichungen genügen, d. h. gleiche Periodizitätsfaktoren 
besitzen. 

Zwei gleichändrige elliptische Funktionen dritter Art 
sind stets verwandt ; zwei verwandte elliptische Funktionen 
dritter Art brauchen nicht gleichändrig zu sein. 

Der Quotient zweier gleichcmdriger elliptischer Funk- 
tionen dritter Art ist eine elliptische Funktion erster Art, 

Hieraus ergibt sich als Spezialfall: 

Der Quotient zweier gleichändriger elliptischer Funk- 
tionen dritter Art, welche dieselben Nullpunkte und Pole 
besitzen, ist eine Konstante. 

Der Quotient zweier, verwandter elliptischer Funk- 
tionen dritte Art ist eine elliptische Funktion dritter Art 
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von der Ordnung Null und der Charakteristik (0, 0), ge- 
nügt also den Funktionalgleichungen (34). 
Die Exponentialfunktion 

(35) E5(w)«c-«»f''~*+*«l 

ist eine elliptische Funktion dritter Art, welche denselben 
Funktionalgleichungen (34) genügt. Also nach dem letzten 
Satz : 

Der Quotient zweier verwandter elliptischer Funktionen 
dritter Art hat folgende Gestalt: 

(36) e-^<[-«* + ^«]./-(w), 

worin f{u) eine elliptische Funktion erster Art bedeutet. 

Verwa/ndte elliptische Funktionen dritter Art können 
durch Hinzufügung von Faktoren der Form: 

in gleichändrige Funktionen verwandelt werden. 

Zwei elliptische Funktionen dritter Art, welche ein 
Paar gemeinschaftlicher Perioden besitzen und in den 
Nullpunkten und Polen übereinstimmen, sind verwandt; 
ihr Quotient wird im Endlichen . weder Null noch un- 
endlich groß; daraus schließen wir: 

Der Quotient zweier elliptischer Funktionen dritter Art, 
welche ein Faar gemeinschafüicher Perioden besitzen und 
in den Nullpunkten und Polen übereinstimmen^ hat die 
Oestait 

(37) ü.^-^i[K«« + A«]^ 

worin C eine Konstante bedeutet. - 

Die allgemeinste elliptlgche Funktion dritter Art» ausgedrüekt 

durch <r-Fanktionen. 

94. Aus diesen Sätzen können wir eine wichtige ana- 
lytische Darstellung der allgemeinsten elliptischen Funk- 
tion dritter Gattung herleiten. 

Die Funktion 

(38) r(u) - t^^"" "" ^'^^^ ' t^^^ ~ ^^^J"' ' " " t^^^ ~ ^-^J'^ 
^ ^ ^^ ^ [o{u- ai)f^ '[o{u- a^)]"^ - . . : • [a(w - (K^)ff* 

^«t, wenn sämtliche in ihrem Ausdrucke auftretenden o- 
\tionen mit demselben Periodenpaar //, ö gebildet 
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sind, eine elliptisclie Funktion dritter Art mit denselben 
Perioden. 

Die allgemeinste elliptische Funktion dritter Art yj{u), 
welche in dem mit ihren Perioden II, konstruierten 
Periodenparällelogramm die NullsteUen (6) und die Pole (4) 
besitzt, kann daher, nach dem zuletzt aufgestellten Satz, in 
der Form des Ausdrucks 

(39) tp{u) = C • c-^*I''~' + ^''l • xi"^) 

gegeben werden, worin G , x, X noch unbestimmte Konstan- 
ten sind. 

Über die Konstanten x, k können wir in solcher 
Weise verfügen, daß die Funktion \p(u) den Funktional- 
gleichungen (34) genügt, wenn in diesen Fn^ Psy Öz7> 0$ 
gegebene Größen bedeuten, welche natürlich so gewählt 
sein müssen, daß die Bedingungen (25) und (26) erfüllt 
sind; gehen wir von den Größen (24) zu den ursprüng- 
Uehen Konstanten zurück, welche mit En, Fe, Bn^De 
bezeichnet waren, so sehen wir, daß unsere Funktion xp(u)^ 
deren Existenz durch den analytischen Ausdruck bewiesen 
ist, den Funktionalgleichungen (2) genügt. Die beiden 
Beziehungen, welche, gemäß (17) und (23), zwischen den 
vier Konstanten Fnj Fe, Dn, I>o einerseits, den Null- 
punkten (6), den Polen (4) und ihren Ordnungszahlen (7), 
(5) andererseits bestehen müssen, sind also nicht nur 
notwendig, sondern auch hinreichend für die Existenz der 
durch die Funktionalgleichungen (2) und die Daten (4) bis 
(7) definierten Funktion %p{u) . Wir wollen dieses Resultat 
noch einmal in folgendem Satze zusammenfassen: 

Wenn die Fv/nktionalgUichungen (2), zusammen mit 
den Daten (4) bis (7) eine elliptische Funktion dritter Art 
definieren sollen, so müssen zwischen den verschiedenen in 
diesen Angaben enthaltenen Konstanten: 11, 6, En, Fe, 

Dn , l>ö / «1 , Ä2 > • • • > ^/w / Ä > Ä > • • • > ßyf ^1 > ^2 > • • • > 
m^ / n^, W2 , . . . , Wv die beiden Beziehungen (17) und (23) 

bestehen; sind aber diese beiden Bedingungen erfüllt, so gibt 
es auch stets elliptische Funktionen dritter Art, welche un- 
seren Anforderungen entsprechen; alle diese Funktionen 
unterscheiden sich nur noch durch einen konstan,ten Faktor. 



(41) 
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ZnrücktüliniBg der Tersehiedenen Charakteristiken aufeinander 
dureh Hinzufügung einer Konstanten zum Argrnm^nt. 

95. Wir betrachten eine elliptische Funktion dritter 
Art rp{u)j welche den Funktionalgleichungen (33) genügt, 
worin JT 4= sein möge. Wenn nun c eine beliebige 
komplexe Oröße bedeutet, so können wir diese stets in 
der Form -» 

(40) c = __(y^.ö_y^.77) 

durch die Ordnung N j die Perioden i7, und zwei reelle 
Zahlen yjjj y^ ausdrücken; um dies einzusehen, brauchen 

wir nur auf die Größe 2c N anzuwenden, was in Nr. 28 

über eine beliebige komplexe Größe u ausgesagt worden ist. 

Ersetzt man nun in (33) die Variable u durch u + c , 

so gehen diese Gleichungen über in die nachstehenden: 

wßnn 

(43) . l^X + 2xc + ^^{y,n+yjje) 

gesetzt wird. 

Es ist also 'ip(u + c)j als Funktion des Argumentes u^ 
eine elliptische Funktion dritter Art von der Ordnung N 
und der Charakteristik 

Wenn umgekehrt flr^, flf^, ^^j, g^ vier beliebige reelle 
Zahlen sind, so gibt es stets eine Konstante 

(45) c^^[(g„-g^e-(g,-g^n]. 

Jede beliebige elliptische Funktion dritter Art von u mit den 
Perioden II, und der Ordnung N ist daher verwandt 
mit einer Funktion yf(u + c) . Dieses Eesultat läßt sich 
mit Hilfe des vorletzten Satzes der Nr. 93 so aussprechen: 
Sämtliche elliptischen Funktionen dritter Art von einer 
bestimmten von Null verschiedenen Ordnung können aits 
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einer einzigen beliebig gewahUen Funktion derselben Ordnung 
abgeleitet werden durch Multiplikation mit einem Faktor 
der Form ^^^j . ^-ni[HU^ + xu] ^ 

wo f{u) eine elliptische Funktion erster Art bedeutet, und 
durch gleichzeitiges Hinzufügen einer additiven Konstanten 
zum Argument. 

Ganze elliptiselie Funktionen dritter Art (Jacobisehe Funktionen). 

96. In dieser Nummer sollen die elliptischen Funk- 
tionen dritter Art, welche zugleich ganze transzendente 
Funktionen sind, genauer untersucht werden; wir nennen 
sie kurz: ganze elliptische Funktionen dritter Art 
oder, mit einem häufig gebrauchten iN'amen: Jacobische 
Funktionen. * 

Ein^ solche Funktion hat, ihrer Definition gemäß, 
keine Pole; ihre Ordnung ist gleich der Anzahl der im 
Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkte und kan^n 
daher niemals negativ sein. 

Eine ganze elliptische Funktion dritter Art von der 
Ordnung Null muß die Charakteristik (0, 0) haben; sie 
genügt daher den Funktionalgleichungen (34), und da sie 
weder Nullpunkte noch Pole besitzt, kann sie sich von 
der Funktion (35) nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden; d. h. 

Jede ga/nze elliptische Funktion dritter Art null-ter 
Ordnung hat die Form 

(46) T^(u) = G • c-^»!"«' + ^«1 , 

worin C , x , k beliebige Konstanten bezeichnen. 

Aus unseren allgemeinen Sätzen über elliptische Funk- 
tionen dritter Art folgt ferner: 

Wenn verwandte ganze elliptische Funktionen dritter Art 
N'ter Ordntmg N — 1 gemeinsame Nullpunkte im Perioden- 
Parallelogramm haben, so haben sie auch den N-ten gemein. 

Es gibt nicht mehr als N gleichändrige ganze elliptische 
Funktionen dritter Art von der Ordnung N, zwischen denen 
nicht eine lineare homogene Relation mit konstanten Koeffi- 
zienten bestand; d. h. zwischen N -\- 1 gleichändrigen ganzen 
elliptischen Funktionen dritter Art von der Ordnung N 

(47) To(u) ,T,(u),..., Ty.^iu) , T^(u) 
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besteht immer eine Relation 

(48) Co'To{u) + o,'TM+...+Cy.i^T^.^{u) + ey'T^{u)^0 

mit Jeanstanten Koeffizienten, 

Dieser Satz ist zunächst für N = 1 evident; denn der 
Quotient zweier gleichändriger ganzer elliptischer Funk- 
tionen dritter Art von der Ordnung 1 ist eine elliptisclie 
Funktion erster Art von der Ordnung 1, d. h. eine Kon- 
stante (vgl. "St. 80). 

Für ^ ^ 2 schließen wir folgendermaßen : Wenn es 
keine N gleichändrige Jacobisöhe Funktionen N-ter Ord- 
nung gäbe, ohne daß bereits zwischen ihnen eine lineare 
homogene Eelation mit konstanten Koeffizienten bestände, 
so wäre unser Satz um so mehr richtig. Wir dürfen also 
annehmen, daß etwa die N Funktionen* Tq{u)j Ti{u)j 
. . . , Tjf.ilu) in dem angegebenen Sinne linear unabhängig 
seien. Die Funktion T^fiu) möge in den Punkten 

(49) Ä,A,...,i». 
Nullstellen von den Ordnungen 

(50) ni , ng , . . . , n„ {n^ +n2 + . . . +ny^ N) 

besitzen. Wir bilden nun das System der N Gleichungen 



(51) 



... . • • 

con'-*'(/5i)+«in'-"(/Si)+ 

... . -. . 



CoTUß,) 



+ CiTi(/5,) + 



IcolC' 0»,) + ClTr''-«08,) + 



+c*-l•n-l(/»^) =-0 



+ c^.t • T<JfL-i'>(/5,) 









+%-i-n'--i"(/?2)=o 



+ et,_i' Ty.iißr) =0 

+ Oy.i'Tif.,(ßr) =0 

• • • 
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worin zur Abkürzung 



(52) 



du' 






gesetzt ist. Es muß ein System von N^ in ihren Ver- 
hältnissen bestimmten, Konstanten 

(53) Co, c^, . . ., C2f.i 

geben, welches die N Gleichungen (51) befriedigt; denn 
sind die Konstanten (53) so gewählt, daß irgend welche 
N — 1 Gleichungen des Systems (51) erfüllt sind (und dies 
ist stets möglich), so stellt die Funktion 

(54) T{u) = Co To{u) + c, T,{u) + . . . + c^-i T^-i{u) , 

da sie nach der über die Punktionen Tq(u) , T^iu) , ..., 
^N-ii^) gemachten Voraussetzung nicht identisch ver- 
schwindet, eine mit Tjf{u) gleichändrige ganze elliptische 
Funktion dritter Art dar, welche mit T2f{u) N ~ 1 Null- 
punkte im Periodenparallelogramm gemein hat; es muß 
dann auch der N-te Nullpunkt von T2f{u) beiden Funk- 
tionen gemeinsam, d. h. auch die letzte der Gleichungen (51) 
erfüllt sein. Die Funktionen T{u) und T2f{u) können sich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden: 

(55) T{u) = -c^T^{u), 

womit unser Satz bewiesen ist. 

Wir können diesen Satz auch so aussprechen: 

Wenn es N gleichändrige ganze elliptische FunMionen 
dritter Art von der Ordnung N gibt, zwischen welchen Iceine 
lineare homogene Relation mit konstanten Koeffizienten be- 
steht, so laß sich jede andere mit ihnen gleichändrige ganze 
elliptische Funktion dritter Art linear und homogen mit 
konstanten Koeffizienten durch sie ausdrücken. 

In Nr. 1(30 wird bewiesen werden, daß es tatsächlich 
N linear unabhängige Funktionen dieser Art gibt. 

Da verwandte elliptische Funktionen dritter Art durch 
Hinzufügung von Faktoren der Form 

(56) ^-ni[HV^-¥Xu] 

stets in gleichändrige verwandelt werden können, so er- 
gibt sich aus dem vorhergehenden Satze unmittelbar der 
folgende: 



n 
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Zwischen ^ + 1 verwandten ga/nzen eUiptischen Fimk- 
turnen dritter Art von der Ordnung N 

(57) foiu), T,{u), ..., IV-iW, T^M 

besteht immer eine Relation der Form: 

^^^^ 1 + O^e-^'^f''^-'^'^^^ T^(i^) = 0. 

Als Spezialfall des Satzes Kr. 94 erhalten wir ferner: 
Jede ganze elliptische Funktion dritter Art läßt sieh 

als Produkt von a -Funktionen mit einem Exponentialfaktor 

in der Form schreiben: 

Jede ganze elliptische Funktion dritter Art von der 
Ordnung 1 hat die Form 

(60) t{u) « C . e-^*t'*«' + ^~J . a{u — Uq) , 

woraus folgt, daß auch umgekehrt die Funktion a(u) durch 
jede beliebige ganze elliptische Funktion dritter Axt ti{u) 
von der Ordnung 1 so ausgedrückt werden kann: 

(61) a{u) = G'- c-«»['''~- + ^'«] . t^{u — uQ , 

und daß daher die allgemeine ganze elliptische Funktion 
dritter Art von beliebiger Ordnung N ebensowohl wie durch 
(59) au4^h durch den folgenden Ausdruck dargestellt werden 
kann' 

(62) i ^^""^ ^ ^ ■ ^'"'^''"'^'"^ • Pi(^ - yi)]"* • [^(^ - y«)]*^ • • • • 

Die Beziehungen (59) und (60) sind als besondere 
Fälle in dem nachstehenden Satze enthalten, welcher aus 
dem Besuitate der Nr. 95 folgt: 

Jede ganze elliptische Funktion dritter Art erster Ord- 
nung t{u) laß sich durch irgend eine unter ihnen [wir be- 
zeichnen sie mit ti(u)] so ausdrücken: 

(63) t{u) = C . e-^»[''«' + ^«l . t^{u + c) , 

dabei ist c^: a^ — a, wenn t^{a^) = , t{a) -= . 
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In diesen Sätzen ist auch das folgende Besultat ent- 
halten, von welchem wir bisweilen Gebrauch machen 
werden: 

Jede goMze elliptische Funktion dritter Art T{u) von 
der Ordnung m stellt sich als Produkt von m ga/nzen eUip- 
tischen Funktionen dritter Art erster Ordnung dar: 

(64) T{u) = t^(u) . <a(w) . . . . . tn,{u) . 

Die allgemeinste eUlptlsohe Funktion dritter Art, ausgedrückt 

durch Jacoblsehe Funktionen. 

97. Jede beliebige elliptische Funktion dritter Art läßt 
sich als Quotient zweier ganzer elliptischer Funktionen dritter 
Art schreiben. 

Sei nämlich ^(u) eine elliptische Funktion dritter Art, 
welche in dem für 77, 6 konstruierten Periodenparallelo- 
gramm die Pole 

(4) «1 , «2 > • • • > «iu 

mit den Ordnungszahlen 

(5) Wj , Wg , . . . , m^ 

und die iN'ullstellen 

(6) * ßlJ ß2J '"^ ßr 

mit den Ordnungszahlen 

(7) n^j n2 j ' ' -, ny 

besitzt, sonst abei* weder Pole noch Nullpunkte. 

Wir konstruieren eine ganze elliptische Funktion dritter 
Art Ti{u) , welche in den Punkten (4) Nullstellen von den 
Ordnungen (5) besitzt; dann ist 

(65) tp{u)'T,{u) = T,(u) 

eine elliptische Funktion dritter Art, welche in dem 
Periodenparallelogramm keine Pole mehr besitzt, also eine 
ganze Funktion sein muß, womit unser Satz bewiesen ist; 
er ist übrigens in der durch Formel (39) dieses Kapitels 
gegebenen Darstellung bereits enthalten. 

Ist tp{u) eine elliptische Funktion erster Art, so sind 
die beiden in (65) auftretenden Funktionen Ti{u) und ^^(i*) 
^eich&ndrig, und wir haben demnach den Satz: 
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Jede elliptische Funktion erster Art laß sieh als Quo- 
tient zweier gleichändriger ganzer elliptischer Funktionen 
dritter Art schreiben^ 

ein Besultat, welches wir in etwas anderer Form bereits 
in Nr. 81 kennen gelernt haben. Als gleichändrige Funk- 
tionen sind Ti{u) und T^(u) auch verwandte Funktionen, 
woraus wir nach Nr. 92 schließen, daß in diesem Falle 

sein muß. Diese Beziehungen sind uns aus Nr. 79 be- 
kannt. 

Aus den durch (62) und (65) ausgedrückten Sätzen 
können wir die folgenden ableiten: 

Legt mcm eine beliebige ganze elliptische Funktion 
dritter Art erster Ordnung mit den Perioden 11 j 

zugrunde, so läßt sich jede beliebige eUiptisohe Funktion 
dritter Art irgendwelcher Ordnung (im besonderen aH^o auch 
jede elliptische Funktion erster Art) mit denselben Perio- 
den n, darstellen durch einen Ausdruck der Form 

[ t,(u - y^)]^ . [t,{u ~ y,)^ ■ . . . ■ [t,(ii - y,)]'v 
• [t,(u ~ d,)r^ . [t,iu - (>,)]«.. .... [t,{u ~ d^jr^ ' 

Jede elliptische Funktion dritter Art, welche im Perioden- 
pa/raUelogramm n Nullpunkte und m Pole besitzt, laß sieh 
in der Form 

(67) y}(u) = 7-r— 7-r j-r^ 

*n+l W • tn+iW • . . . • tn+mW 

durch ga/nze elliptische Funktionen dritter Art erster Ord- 
nu/ng darstellen. 

Reduzierte elliptisehe Funktionen dritter Art. — Thetafunktionen« 

98. Sei yf{u) eine beliebige elliptische Funktion dritter 
Art, welche in Beziehung auf ihre Perioden 17, d die Ord- 
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nung N und die Charakteristik (gf^, g^ hat; ihre Punk- 

tionalglelchiiiigeii wollen wir, je nach der Bezeichnungs- 
weise, in den Formen (2), (30), (33) annehmen. Es soll 
nun eine neue Funktion 

(68) tp{u) = tp{u) • L{u) 

gebildet werden, wo L{u) einen Exponentialfaktor be- 
zeichnet, welcher wiederum — den drei Formen der Funk- 
tionalgleichungen entsprechend — auf dreierlei Weise ge- 
schrieben werden kann: 



(69) 



■ifi = u 



L{u) = e «" " 



Die Funktion v^(t^) genügt nun den Funktionalgleichungen: 

v^(w + ^ =e i^^^ J-V'(w). 

Eine solche Funktion möge als reduzierte elliptische 
Funktion dritter Art bezeichnet werden. 

So sind z. B. die in !N'r. 68 besprochenen Funktionen 
reduzierte elliptische Funktionen dritter Art; es folgt dies 
unmittelbar aus den in jener Nummer angegebenen Funk- 
tionalgleichungen, in welchen jetzt, gemäß einer inzwischen 
gemachten Festsetzung [vgl. Nr. 91 j Schluß], e«+l zu 
setzen ist. Die Funktion (^)H(ii) besitzt, in Beziehung 
auf die Perioden 17, d, die Charakteristik (1, 1) und ist 
von der ersten Ordnung, während mit Beziehung auf die 
Perioden 2il, 2 ihre Charakteristik (0, 0), ihre Ord- 
nung 4 wird; denn wir haben die Identitäten: 

( WH(w + 2i7) = WH(w), 



(71) 



-4«» 



WH(w + 2 0) =e 2^ •(?jH(tt). 



Aus der Definition der reduzierten elliptischen Funk- 
tionen dritter Art folgt unmittelbar: 

Zwei verwcmdie reduzierte elliptische Funktionen dritter 
Art sind gUichämdrig. 



224 Kapitel X. Elliptisehe Funktionen zweiter und dritter Art. 

Durch MuUiplikaHan und Division reduzierter eüipti- ^ 
scher Funktionen dritter Art, wdche zu denselben Perioden 
gehören^ entstehen wieder reduzierte Funktionen. 

Jede reduzierte eUiptische Funktion dritter Art läßt 
sich in der Form 

(72) v^(u) « . M^):^W'-"^'^W 

^+i(i*) • UiM^) ' " ' *»+!»•(«) 

durch redusnerte ganze eUiptische Funktionen dritter Art 
erster Ordnung darstellen. 

Sei in der Tat rp(u) eine reduzierte elliptische Funk- 
tion dritter Art; nach Nr. 97 (67) können wir ihr jeden- 
fallB die Form geben 

/ß7 ^v ,,, /^v _ t,{u)'t^(u). ...-tn(^) 

^ ^ ^^ ^ tn^l iu) • t^^,(u) ..... t^^^iu) ' 

worin die tg{u) (für «»-l,2y...,n-hm) ganze elliptische 
Funktionen dritter Art erster Ordnung bedeuten; diese 
brauchen nicht reduziert zu sein, können aber samtlich 
durch Multiplikation mit Exponentialf aktoren in reduzierte 
Funktionen verwandelt werden; sei 

(73) 2,(ii) = 6-"»f''t«- + ^t«] 

(« = 1 , 2 , . . . , n -f wi) 

der Faktor, mit welchem t,(u) multipliziert werden muß, und 

(74) i,{u) = l.(u).t.{u) 

» 

die entstehende reduzierte Funktion. Setzen wir 

worin offenbar 

(76) x=^x,-;^x,, i=z^-Z^ 

«Sil csfi+l »=1 »=n+l 

ist, so haben wir in dem Ausdruck 

(77) v(«) . A(u) = M«) • • • • • M«) » ^(«) 

eine elliptische Funktion dritter Art, welche selbst redu- 
ziert und außerdem mit v^(^) verwandt sein -muß. ^{u) ist 
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daher gleichändrig mit y){u) . Ferner haben tp{u) und y){u) 
offenbar dieselben iNTullpunkte und Pole; sie können sich 
also nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, d. h. 

(78) Ä(u) = 6-^»[««* + ^«] = const. 

Dies ist nur in der Weise möglich, daß 

(79) X = , A = , A(u) = 1 , . 

und wir haben also y}{u) dargestellt in der Form 

(71) v'M = .Mft)-----t; (^ ^ 

wie es unser Satz verlangt. — 

Jede reduzierte elliptische FunTction dritter Art von u 
mit den Perioden 11, kann durch Multiplilcation mit 
einem von u unabhängigen Faktor in eine Funktion ver- 
wandelt werden, welche die drei Größen u, II, 6 nur in 
den beiden Verbindungen 

u 

(80) f = -^, T = ^ 

enthalt und, als solche, den FunktiorMÜgleichungen genügt: 

I !P(t+l,T) = 6""''^.!P(t,T), 

1 S^(C + T, T)=e""'''^. 6-^*^(2^ + -). !P(C, t). 

Wie ein Blick auf (72) lehrt, wird dieser Satz in 
seiner allgemeinen Form bewiesen sein, wenn es gelingt, 
ihn für reduzierte ganze elliptische Funktionen dritter Art 

erster Ordnung zu beweisen. Sei t(u) eine solche Funk- 
tion mit der Charakteristik (^^ , g^ , so sind nach (70) ihre 
Funktionalgleichungen : 

t{u + tl)==e"'''^'t(u), 
(82) 



•L « ö - 1 
t(u + e)=^e l ^ ^ ^i't{u)', 

um die Abhängigkeit von den drei Größen u, 11, 6 an- 
zudeuten, können wir die Funktion i(u) als Funktion dreier 
Argumente schreiben 

(83) i(u) = i{u, n, 6)', 

Boehm, EUiptische Funktionen I. 15 
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die Funktion t{hUf hllj h0), welche entsteht, wenn wir 
die Variable u und beide Perioden mit demselben will- 
kürlichen Faktor h multiplizieren, ist, als Funktion von u 

aufgefaßt, eine mit l{u) gleichändrige ganze elliptische 
Funktion dritter Art erster Ordnung mit den Perioden 
IIj 0; denn in den Funktionalgleichungen (82) treten die 
Größen Uj 11^ 6 nur in ihren Verhältnissen auf, so daß 
der Multiplikator h darin wegfällt. Beide Funktionen 
können sich also nach Satz nur um einen von u un- 
abhängigen Faktor <p{n ^ d)« unterscheiden; denn eine 
elliptische Funktion erster Art von i», welche nur einen 
N'ullpunkt und einen Pol besitzt, muß notwendig eine 
Konstante sein. Wir haben also 

(84) *%";' *^' *^) = <pin, ö) ; 

dsk i(Uj n^ ff) keine Nullstelle zweiter Ordnung besitzen 

kann, so ist entweder die Funktion i{u^ 11 j ff) selbst oder 
ihre erste Ableitung für u = von Kuli verschieden; es 
kann demnach (pillj ff) stets in die Form gesetzt werden 

(85) <p{n, ff) = ^(^^ g) , 

worin entweder 

(86) (o(n, ö)=i(0,/7, 0) 
oder 

(86a) (o{n,0)^ 77. t'(0, II, 6) 

anzunehmen ist. Es besteht nun die Identität 

^ ' co{hn,hff) oiiit, ff) ' 

d. h. die Funktion 

erfüllt für jedes h die Funktionalgleichnng 
(89) t{hu, hU, hß) = F(«, 77, ö) , 



f 
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welche für h =— die spezielle Form annimmt: 

(90) t{u,n, 0) = r(C, 1,t)«i?(C,t) 

und also zeigt, daß t(u^ 11, 0) eine reine Funktion der 
beiden Größen (80) ist; aus (88) und (90) entsteht 

(91) ^(t^,/r, ö) = ö>(il, Ö).*(C,t), 

womit unser Beweis erbracht ist. Die Funktion ii>(C, t) 
genügt den Funktionalgleichungen: 

/Q9^ U(C+1,t) = 6""'^^.*(C,t), 

l *(C + T, T) = e ^.*(C, t). 

Wenden wir dieses Verfahren auf die Funktion (^)H(w) 
an, welche wir oben als Beispiel einer reduzierten ellip- 
tischen Funktion dritter Art angeführt haben, so finden 
wir, daß die Funktion 

^.WH(«) 

nur von den Verhältnissen der drei Größen u, 11, ab- 
hängt; denn es ist 

Wh(0) = 0, WH'(0) = 1, 

folglich gemäß (86 a): 

(o{n, 0) = Zr.WH'(O) = IZ. 

Eine reduzierte ganze elliptische Funktion dritter Art 
der Ordnung N, welche nur von den Verhältnissen der 
drei Größen u, 11, abhängt und daher als Funktion 
der beiden Argumente C, t angesehen werden kann, be- 
zeichnet man als Thetafunktion N-tev Ordnung. 
Ihre Funktionalgleichungen sind 

(93) .(«(t+i.')-«-";;''-w,.), 

l ö(C-f T, T) = e' -^.6— <^(^,^ + ^).Ö(C,t). 

Die Funktion ^(C, t), welche uns oben entgegentrat, 
ist also eine Thetafunktion erster Ordnung; eine 
solche ist durch ihre FunJctionälgleichungen, d. h. durch 
Angabe des Periodenverhäitriisses rund der Gharäkteristilc 

15* 
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(gjj, g^ bis auf einen van C unabhängigen Faktor bestimmt ;^ 

dieser Faktor kann als Funktion von r, g^, g^ ganz beliebig 
gewählt werden. 

Jede Thetafunktion N-ter Ordnung ö(f , t) läßt sich 
als Produkt von N Thetafunktionen erster Ordnung ^{C , t) 
darstellen. 

Jede Thetafunktion N-ter Ordnung läßt sich durch 
eine einzige Thetafunktion erster Ordnung in der Form aus- 
drücken: 

(94) Ö(C, r) = c[^(C+J'„ r)r^-mC+Yi,r)]'^'--mC+Yr, r)]"' 

(wj + Wg + • • • + ny = N) . 

Jede beliebige ganze elliptische Funktion dritter Art 
T{Uj n, 0) kann durch MuUiplika/tion mit einem Ex- 
ponentialfaktor in eine Thetafunktion Ö(C, t) gleicher Ord- 
nung und Charakteristik übergeführt werden: 

(95) T{u, n, ö) = 9?(/7, ö).e-^*t««« + ^u].ö(f, t) . 

Jede beliebige reduzierte elliptische Funktion dritter 
Art rp(u, n, 6) läßt sich bis auf einen von u unabhängigen^ 
Faktor (piUj 0) durch einen Quotienten zweier Thetafunk- 
tionen ausdrücken: 

(96) yi{u ,n,e) = <p{n, O) -|-|^ ; 

wenn die Funktion auf der linken Seite selbst eine reine 
Funktion der beiden Größen ^, r ist, so hängt der Faktor 
q){II, 0) nur oon dem Periodenverhältnis x ab, und die 
Darstellung (96) geht über in: 

(97) ^(^,.) = a,(r).||i^[. 

Analytische Ausdrücke für reduzierte elliptische Funktionen dritter 

Art mit der Charakteristik (0, 0) und einer yon Null yerschiedenen 

Ordnung (Psi-Funktionen). — Vorbereitung der Aufgabe« 

99. Handelt es sich um elliptische Funktionen dritter 
Art, deren Ordnung von Null verschieden ist, so können, 
wir durch Hinzufügung einer Konstanten zum Argument 
von einer beliebigen Charakteristik zu der Charakteristik 
(0, 0) übergehen (vgl. Nr. 95). 
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Wir beschränken uns daher in den folgenden Num- 
mern (bis Nr. 104 einschließlich) auf die Betrachtung 
reduzierter elliptischer Funktionen dritter Art, welche nur 
von C nnd t abhängen, die Charakteristik (0, 0) und eine 
von Null verschiedene Ordnung besitzen. Sie mögen zur 
Abkürzung als ^-(Psi-)Funktionen bezeichnet werden. 
Ihre Funktionalgleichungen lauten: 

f !P(C+1,t)-!P(C,t), 

l !P(t + T, T) = 6-»^(«f + -).!P(C, t) (^4=0). 

Die S^-Funktionen, welche zugleich den Charakter ganzer 
Funktionen haben, sind unsere Thetafunktionen. In der 
vorhergehenden Nummer haben wir festgestellt, daß die 
Funktion 

(99) ;^-<^>H(tt) 

eine Thetafxmktion der beiden Argumente ^, t ist, was 
auch durch die analytischen Ausdrücke der Nr. 70 be- 
stätigt wird. Sie genügt den Funktionalgleichungen (98), 

u 6 

wenn darin ^ = 4 , f = ^y= , t = = gesetzt wird [vgl. die 

Formeln (71) dieses Kapitels]. 

Es sollen nun für die allgemeine 9^- Funktion ana- 
lytische Ausdrücke aufgestellt werden, von welchen die 
in Nr. 70 für die Funktion (99) gegebenen Formen spe- 
zielle Fälle sind. Wir setzen 

(100) e^*^ = w , c^** ^ q 

und betrachten die Funktion !F(C, t) als Funktion der 
beiden Argumente w , q: 

(101) W{C,T)==^0{w,q), 
Gemäß (100) ist 



(101) 


C — . lOgW , T - — , logg , 


(102) 


C+l-^'.log( w), C + r-^. 


• 


ß-^i(2C + r)^^-2^-l ^ 
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• 

Alle zu demselben Werte w gehörigen Werte von f unter- 
scheiden sich um gerade ganze Zahlen; diesen sämtlichen 
Werten C entspricht aber, wie die erste Fonktionalgleichung 
zeigt, ein einziger Funktionswert; (denn !P(C, t) ist als 
Funktion von C eindeutig); daraus folgt zunächst, daß 
^(^9 9) eine einwertige Funktion von w sein muß. Die 
erste Fiinktionalgleichung besagt aber außerdem, daß 

(103) *(-!(? , 3) = <P(tr , g) , 

d. h. daß <&(t(;, q) eine gerade Funktion von w^ oder, 
mit anderen Worten, eine einwertige Funktion von w^ 
sein muß. Sie muß ferner der Fun^tionalgleichnng 

(104) <P(gw7 , q) = w^^g-^ ^{w , q) 

genügen, in welche die zweite der Gleichungen (98) durch 
(100) und (101) übergeführt wird. 



Lösung des Problems der Torhergehenden Nummer für den be* 

sonderen FaU der Thetafunktlonen mit der Charakteristik (0, 0). — 

Unendliehe Belhen, nach Exponentialfunktionen fortschreitend. 

100. Wir setzen zunächst voraus, daß !P(C, t) eine ganze 
transzendente Funktion, also eine Thetafunktion ^-ter 
Ordnung sei. Dann sind offenbar die einzigen Stellen, 
an welchen {^(to , 9) , als Funktion von w , unendlich groß 
wird, gegeben durch diejenigen t(?- Werte, welchen ein 
unendlich großer C-Wert entspricht, d. h. durch 

(105) t(? = und tr = 00 ; 

in diesen beiden Punkten werden wir wesentliche Sin- 
gularitäten für die Funktion ^(w , q) zu erwarten haben. 
Jedenfalls besitzt die Funktion ^{w ^ q) eine nach 
positiven und negativen Potenzen von w^ fortschreitende 
LaurentscheEntwickelung, welche in dem Kreisring zwischen 
«7 = und w = 00 konvergiert. Wir setzen sie mit un- 
bestimmten Koeffizienten in der Form 



06) ^(«^,g)-2'^* 



^2k 



k = - 



00 





*-+oo 


1 




k-+oo 


(107) 


k— -oo 


g«* 


«7«* 


k — -oo 
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an und suchen das Gesetz, welches durch die Funktional- 
gleichung (104) den Koeffizienten Ai^ auferlegt wird. Es 
muß die identische Beziehung stattfinden: 

2"^» «-*«'*<*-*> =2^»'+*«-*«"', 

= -oo *'= -oo 

aus welcher sich unmittelbar die folgende rekurrente Be- 
ziehung zwischen den A^ ergibt: 

(108) ^i+^ = ^».g"+^, 

(109) ^4+,^ = ^,.««'*+'^^, 

worin r eine beliebige positive oder negative Zahl be- 
deutet. N aufeinanderfolgende Koeffizienten, z. B. 

(110) J-O, A^y .. ., Ajf.l 

können willkürlich gewählt werden; alle übrigen sind als- 
dann durch (109) bestimmt; setzen wir alle Koeffizienten 

(110) bis auf einen einzigen, J.;^, gleich !N'ull, diesen aber 
gleich 1, so resultiert eine spezielle Funktion 

(111) ^H^w , g) «^'^2*'*+'^^ . t«?2(*+'^ 

r = -oo 

und die oMgemeinste Ftmktion 0{w, q), welche unseren 
Annahmen entsprichtj setzt sich aus deif^ N Funktionen 

(112) Ö>o(tr,(?), *i(«?,«), ..., ^N-i{Wjq) 

linear imd homogen mit den wiUkilrlichen, von w v/nah- 
hängigen JS^oeffizienten (110) zusammen: 



H 



(113) { *^^' g) = ^o-^o(^» q) + A^'0^{w, g)+ ... 

+ A2f.i'^N-i{^,q)' 



In ihrer Abhängigkeit von der ursprünglichen Variablen C 
sind die N Fu/nktionen (112) Thetafunktionen von der Ord- 
nung N tmd der Charakteristik (0, 0): 



f = +oo 



(114) *»(w , q) = <'(C, t) =2«""^*'* + ''^ • e«'"f(»+'*> 



r- -oo 
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und die allgemeinste Thetaftmktian der Ordnung N und der 
Charakteristik (0, 0), in welche 0{w, q) übergeht, läßt sich 
in die Form setzen: 

Dieses Ergebnis entspricht dem in Nr. 96 aufgestellten 
Satze, wonach zwischen JV + 1 gleichändrigen ganzen ellip- 
tischen Funktionen dritter Art eine lineare homogene Be- 
ziehung mit konstanten Koeffizienten bestehen muß. Jener 
Satz erfährt aber durch das neue Eesultat eine wichtige 
Ergänzung, indem nun dargetan ist, daß es wirklich, für 
eine bestimmte Charakteristik, N linear unabhängige ganze 
elliptische Funktionen dritter Art gibt; die durch (114) 
gegebenen Funktionen bilden ein solches System für die 
Charakteristik (0, 0); wir brauchen in diesen Ausdrücken 
nur das Argument um eine geeignete Konstante zu ver- 
mehren, so bilden sie ein System von Thetafunktionen 
^-ter Ordnung für eine beliebige Charakteristik. 

Eine Vergl^chung mit dem durch die Formel (116) 
in Nr. 70 gegebenen Ausdruck zeigt uns, daß 

(116) WH (tt) = H . [Ö?>(t , t) - g« 0i*>(C , t)] . 

Der Quotient H : II ist eine reine Funktion des Perioden- 
verhältnisses e : n [Nr. 70 (115)], so daß also die Funk- 
tion (^)H(ii) ill tatsächlich in der Form (115) [der vor- 
liegenden Nummer] enthalten ist; wir haben nur 

(117) ^0 = 0, ^ = §, ^=0, ^3 = -^ 

za setzen. 

Die durch (111) definierte Punktion kann auch so 
geschrieben werden: 

(118) <P»(«) , q) =^S^* «;*'*(w« g")* ; 

f = -OO 

die Beihe 

(119) 0{w,q)^^^A,,.0,{w,q) 

muß, als Laurentsche Entwickelung der Funktion *(«?, 3), 
absolut konvergieren; wir können daher die Summierung 
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der Glieder auch in der Weise ausführen, daß wir zu- 
nächst die zu einem bestimmten Werte des Index r ge- 
hörigen N Glieder addieren und alsdann den Index r 
von — c» bis +00 laufen lassen. So ergibt sieh für 
0{w j q) der Ausdruck 

(120) 0{W, q) =^g'^^W72f2^.p(^2g2r) ^ 

f = -00 
worin zur Abkürzung 

(121) P{w^q^') = y"Af,{w^q^')^ 

gesetzt ist. 

Gehen wir wieder auf die ursprünglichen Variablen C, ^ 
zurück, so haben wir 

(122) CHC , t) =^g'"^ • e^'^^*^ . P{q^' - e^"*^ . 



r = -oe 



KonTergenzuntersuehung, welche die Lösung des allgemeineren 

Problems herbeltührt. 

101. Wenn die Existenz einer Funktion <P(w, q) von 
den verlangten Eigenschaften vorausgesetzt wird, so folgt 
die Konvergenz ihrer Laurentschen Entwickelung aus all- 
gemeinen funktionentheoretischen Sätzen; jene Existenz 
aber durfte uns durch den Zusammenhang der allgemeinen 
elliptischen Funktionen dritter Art mit der uns bereits 
bekannten Funktion a{u) als erwiesen gelten, und wir 
brauchten daher die in (120) gegebene Eeihe, welche nichts 
anderes ist als eben die Laurentsche Entwickelung mit 
Umstellung der Glieder, nicht direkt auf ihre Konvergenz 
zu untersuchen. 

Eine solche Konvergenzbetrachtung soll nun aber 
nachträglich in einer allgemeineren Form angestellt werden, 
indem wir uns die Frage vorlegen: 

Welche Eigenschaften muß eine Funktion Q{x) be- 
sitzen, damit die mit ihrer Hilfe gebildete zweistrahlige 
Eeihe 

(123) X{w, q) ^^^q^'^w^'^'Qiw^q^') 

r = -00 
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unbedingt konvergiert für alle von Null verschiedenen 
Werte von w , mit Ausnahme derjenigen, für welche, etwa 
einer der Ausdrücke Q(w^q^^ unendlich wirdt Wenn Q{x)j 
wie in (120), eine ganze Funktion ist, so existieren solche 
Werte nicht. 

Alle durch eine unbedingt konvergierende Eeihe der 
Form (123) dargestellten Funktionen sind gerade Funk- 
tionen, d. h. 

(124) X{-^w,q)^X{w,q), 

und alle genügen, wie auch die Funktion Q{x) beschaffen 
sein möge, der Funktionalgleichung 

(125) ^{q^o, q) = w-^^q-^X{w, q) ; 
denn es ist 

X{qw, q) =''^^^'^^^)^w*'^Q{w^q^(r+h) 



(126) { 



r = -oo 

r = +tx) 



= t«;-«^g-^^g<''+i)*^fi7*(''+i)^ö(w«g«(^+i)) . 



r= -oo 



Was nun die Frage der unbedingten Konvergenz be- 
trifft, so liefert uns das Gauchysche Kriterium eine hin- 
reichende Bedingung. Der Quotient zweier aufeinander- 
folgender Glieder strebt in dem positiven Halbstrahl unserer 
Beihe der Grenze: 



(127) 






in dem negativen Halbstrahl der Grenze 

Q(t(,2g-(2r + 2)) 



(128) 



g{2r + l)N^-2N 



Q{w^q-'n Jr = +oo 

ZU. In diesen Ausdrücken haben wir w als eine endliche 
Größe zu betrachten; q ist eine Konstante, deren ab- 
soluter Betrag kleiner als Eins ist, da wir annehmen 
[vgl. !N^r. 91, Schluß], daß t einen positiv imaginären Be- 
standteil hat. ' 

Wenn nun die Funktion Q{x) so beschaffen ist, daß 
es zwei positive oder negative ganzzahlige Exponenten 
a und ß gibt, für welche die Grenzausdrücke 

(129) [a?«-(?(a?)]x=o = A und [xß 'Q{x)]^=oo^ B 
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endliche von Null verschiedene 0)rößen sind, so gehen 
die Grenzansdrücke (127) und (128) über in 

(127a) ti;«^[a<«''+i)^ -««],.+« , 

(128a) t(?-«^[a<«'+i)^ + */^r=+oo , 

sind also beide gemäß der über q gemachten Annahme 
gleich Null, woraus die Konvergenz der Eeihe (123) sich 
ergibt, wenn N eine positive Zahl bedeutet. 

Hätten wir angenommen, daß r einen nßgativ imagi- 
nären Bestandteil besitze, so würde der Modul von q 
größer als 1 sein und die Eeihe für negatives N kon- 
vergieren; es würde aber alsdann auch nicht mehr JV^, 
sondern —N die Ordnung der elliptischen Funktion dritter 
Art bezeichnen (vgl. Nr. 91). 

In dem Ausdrucke (113) war die Funktion Q{x) ein 
Polynom (Jr~l)-ten Grades in Xj welches wir damals mit 

(130) P{x) « Ao + !ii a? + . . . + Äjf.i x^-^ 

bezeichneten; wenn nun q der Exponent der niedersten, 
o der Exponent der höchsten in P(x) auftretenden Potenz 
von X ist, d. h. wenn 

/iQix [ ^o'=0> -4.1 =0, ..., Ae_i = 0, Aß 4=0; 



Mo 



Aa 4= > -^a+1 =^ , . . . , Aj^.i = , 

so haben wir 

(132) [x-6 . P(a?)],=o = Aß , [x'- • P(x)]^^oo - A^ ; 

die Bedingungen (129) sind dadurch erfüllt [mit a = — ^ , 
ß = —o]j und die Konvergenz der Eeihe (120) ist somit 
auch direkt erwiesen. 

Wie man sieht, konvergiert die Eeihe (120) auch 
dann noch, wenn darin der Grad des Polynoms P{x) 
größer als JV — 1 angenommen wird. Da aber in dem 
Ausdruck (106) der allgemeinsten Funktion 0{wj q), welche 
den in Nr. 99 gestellten Bedingungen entspricht, nur N 
Koeffizienten willkürlich angenommen werden durften, so 
wird offenbar die Erhöhung des Grades von P{x) nicht 
zu wesentlich neuen Funktionen führen können. Man 
überzeugt sich davon aber auch leicht direkt durch eine 
Umformung der entstehenden Eeihen; es ist ja, wenn s 
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eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, » eine 
der Zahlen , 1 , . . . , JV — 1 bedeutet : 



(133) 



f=+oo 



^q^^ w^^'^iq^' w^y^ + '' 



r=: -oo 



^ ^-i»N-iia.y^g(r + M)*N^2{r + »)N^^i(r + s)^Y . 



f = -oo 



Jede Eeihe der Form (120), in welcher der Grad von 
P(x) die Zahl ^ — 1 übersteigt, läßt sich also durch 
identische Umformung in eine Eeihe derselben Struktur 
verwandeln, in welcher P{x) höchstens vom Grade N—1 ist. 
Aber der Bereich der Funktionen Q{x)j welche den 
Bedingungen (129) genügen, erstreckt sich viel weiter als 
auf die ganzen Polynome; setzen wir z. B. an Stelle von 
Q{x) eine beliebige rationale Funktion, geschrieben in 
der Form 

(134) B(x)^xß' ^0 + ^1^+ -' +^o^ =:xß'r(x), 

worin q eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet 
und die Koeffizienten Aq , A„ und Ba von Null verschieden 
sein sollen, so ist: 

(135) [a^-^.Ä(a^)],=o = ^o; [a^'"^"^ • i2(^)]x=oo - -^ ; 
die mit der rationalen Funktion B(x) gebildete Beihe (123) 

(136) X{w , q) ^^q^^w^'^ • {w^q^')^ • r{w^^') , 

r = -oo 

worin N eine positive ganze Zahl bedeutet, konvergiert also 
unbedingt für aUe endlichen von Null verschiedenen Werte 
von w , ausgenommen diejenigen, für welche einer der Aus- 
drücke r{w^q^^) unendlich wird. Welches nun auch die 
ganze Zahl q sei, jedenfalls können wir sie in die Form 
setzen : 

(137) Q = S'N+t, 

worin mit s eine positive oder negative ganze Zahl oder 
^nll, mit t aber eine positive ganze Zahl zwischen den 
Grenzen 

<^38) 0^t<N 



Nr. 101. Konvergenzuntersuchung. 237 

bezeichnet sein soll. Hierdurch geht die Eeihe (136) 
über in: 

(139) X{W, g)=^g(' + »)«^||?2('' + ')^.g-''^(w2g2f)<.y.(^2^2r) ^ 

r = -oo 

(140) =.~^^r^s)*N^2(r + i)N (^2 g2(f + »))< . y^ (^^2 g2(r + .)) ^ 



r= -oo 



wenn: ._ _ _ 

(^^^> '^ (^) = 1 + ^,0.+ ...+^.-^ ' 

(142) Ai = ^i.g--^-2'(»+'), • 

(143) ^i = Bi . g-2'* 

f 

gesetzt wird. Da r + 8 gleichzeitig mit r von — oo bis 

+00 läuft, so stimmt die Form der Beihe (140) voll- 
kommen mit der von (136) nberein, nur daß r{x) durch 

ri{x) und q durch t ersetzt ist. Die JL«, Bi sind wie die 
Ai, Bi noch völlig unbestimmte konstante Koeffizienten. 
Es ist also nicht nötig, neue Bezeichnungen einzuführen; 
wir behalten vielmehr die Ausdrücke (134), (136) bei und 
stellen uns nur unter q eine positive ganze Zahl vor, was 
nsbch dem soeben erhaltenen Besultat keine Beschränkung 
der Allgemeinheit mit sich bringt. Unter dieser Annahme 
kann die Funktion B{x) in die Form gesetzt werden 

(144) B{^) ^ ^ + 9Ax) , 

n{x) 

wobei 

(145) n{x) = 1 + B^x + . . . + Ba^x^ , 

während gi{x) eine ganze rationale Funktion von x be- 
zeichnet, deren Grad kleiner als o' sein soll; 02 {x) ist dann 
eine beliebige ganze rationale Funktion von x. Dement- 
sprechend ist 

(146) X(w, q) = X^(w, q) + X^iw , q) , 

wenn f = 4>oo /22f\ 

(147) X^{w , q) = Vg^*«,«'^ . ^ifV^ ' 

(148) X, {w , q) =^1^* w»'» . sr, {w* g«') . 

f = -00 
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Die beiden Funktionen X, (ic , q) und X, (w , q) genngeii 
einzeln der Fnnktionalgleichang (125); da nun aber die 
Funktion Xg(v), qf für keinen von Null Tersohiedenen 
Wert TOD IT Ttnendlicb wird, bo gehört sie zu dem in 
Nr. 100 antersucbten Typus. Wir können daher, nach 
dem auf 8. 236 [nach (133)] Angeführten, ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit annehmen, daS die in (148) auf- 
tretende Funktion g^ {x) toq nicht höherem als dem 
(Jf — l)-ten Orade ist. Xa(w, q) stellt sich daher in der 
Fortn (119) als lineare homogene Funktion der N Funk- 
tiOQOT **(«», g) dar (A = 0, 1, 2, ..., y — 1). 

Die fülgemeinfite Funktion Z{iD,q), -welche in dw , 
Form 

(149) X(w, g)— ^'J^J'w*'J'ß(wV) 

enthalten ist, worin B{x) eine rationale Funktion bedeutet, 
ergibt sich, gemäS dem bo erhaltenen Besiütate, wenn 

»1 W j. „ 1,1 X'o + .Di»+... +-D.-irg---' 

■ »(») "^ '■" 1 + B,.+ ... +B,^ 

+ J„ + J,»+ ... +Äi,-,x'-' 

gesetzt wird; es liegt nalie, diese Funktion in Partial- 
bröche zn zerlegen; sei also 

(1Ö2) »(a:) = (a; — ai)"'-(a' — Oj)"'. 
(153) 



I + ^.■.(« - •»)-"'> . 

1 wir nnn das Funktionszeicben 

) setzt sich die Ponktion X^ {w , q) linear und hö- 
mit konstanten Koeffizienten aus den o' Funktionen 



(156) { 
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0.i(w, ff, ai), *_2(w, g, Ol), ..., <^-m,{w, g,ai), 

(155) *-i(^' ö!> «2)> *-2(«?, 3, Ob), •••, ^-«.(«^>3»«a)> 
> 

zusammen, und für die allgemeine Funktion X(Wy q) er- 
halten wir: 

^{^, ff) = y'AÄ *»(«;, ff) 

Auf Grund der identischen Beziehungen: 

1 d 
(157) 0.i{w , ff , a») = + yz;y J^[^-{i'Di^ » « > «*)] » 

läßt sich der Ausdruck (156) auch in die Form schreiben 
^{^j q}=^Äk^^{wJ q)+^\Äjtt'0-iiv)j ff, a») 



(159) 



+ Ä 



+ 



»«3T-[^-l(<^, «,«*)]+..- 



dau 



ö"»t 



(mt-1)! öa^* 



^[0.i(Wy ff, a»)]j. 



Bei der von uns angewandten Bezeichnungsweise wird 
die rationale Funktion B{w^q^^j als Funktion von w be- 
trachtet, unendlich in den 2/i Punkten 



(160) 



iff-'V^, ir^y^, •••, iff-'V^, 



jeweils von der Ordnung m^, welche zu dem unter der 
Quadratwurzel stehenden a» gehört. Wenn wir in (160) 
den ganzzahligen Index r von — cx) bis +^ laufen lassen, 
so erhalten wir die sämtlichen von ÜNTull verschiedenen 
endlichen Werte von «?, für welche die Beihe (149) un- 
endlich wird. Alle Punkte der aus (160) entstehenden /u 
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Beihen sind Pole der Funktion X{w, q), und die Pole, 
welche derselben Eeihe angehören (sich also nur durch 
das Vorzeichen und die Werte des Exponenten r unter- 
scheiden) haben jeweils dieselbe Ordnungszahl. 

Die durch (154) definierte spezielle Funktion ^-i(w, g, aj^) 
hat nur die Punkte der Eeihe 

(161) ±q-'iak (r = 0, +1, +2, ... ±od) 

zu Polen, und zwar sämtliche zu Polen Z-ter Ordnung. 

Oeht man nun von w , q wieder auf die Argumente 
C, T zurück, indem man setzt: 

(162) w = e"^^ , q = e^i^ , 

so wird X{w, q) übergeführt in eine Funktion von C, t: 

(163) ?F(C, t) =I^e-<[r'^r + 2rÄr^l . B^e^^ac + rr)) ^ 



r = -oo 



welche folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Sie ist für alle endlichen Bereiche der Variablen C 
meromorph als Funktion dieser Variablen. 

2. Sie genügt den [aus (124) und (125) sich ergeben- 
den] Funktionalgleichungen 

^ ' I y(C + T,T) = e-"<*(«f + ')!F(C,T). 

3. Sie hat ihre Pole in den Punkten ^, welche zu 
den in (160) gegebenen Werten von w gehören; dies sind 
die Punkte 

(165) C-_^iog[+g-'.y^]=«i_rT + « 

(Ä; = 1 , 2 , . . . , /i) ; 

dabei bedeutet oc^ irgend eine Bestimmung des Logarithmus 

(166) .^logat, 

welche wir im besonderen so treffen können, daß alle jn 
Punkte ocjt in ein bestimmtes, mit den Perioden 1 , t kon- 
struiertes Periodenparallelogramm zu liegen kommen; die 
Buchstaben r und 8 bedeuten irgendwelche beliebig wähl- 
ire positive oder negative ganze Zahlen. Wie man leicht 



r 
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erkennt, sind der Punkt o^^ und alle ihm nach dem Modul 
(1, t) kongruenten Punkte Pole von derselben Ordnung m^j 

welche den Polen ± q-^ j^ mit Beziehung auf die Funk- 
tion X{wj q) zukommt. 

Sind nun ♦ 

die im Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkte mit 
den zugehörigen Ordnungszahlen 

(168) ni , ng , . . . , n^ j 

so muß nach unseren allgemeinen Sätzen die Ordnung 

(169) Vn* -Tm, = JV^ 




eine positive Zahl sein, damit die Beihen (149), (163) 
konvergieren. 

Die durch (154) eingeführte Funktion ^_i{w ^ q, a^) 
geht, wenn, in Übereinstimmung mit (166), 

(170) Ol = e««»«i , a^ - e^^'*^ , . . . , a^ = e*"'"^ 

gesetzt wird, über in eine Funktion von C» t, (x^ 



f = -oo 



welche denselben Funktionalgleichungen genügt wie die 
Funktion !P(C, t), aber im Periodenparallelogramm nur 
den einen Pol oct besitzt, welcher von der Ordnung l ist. 
Für die Funktion W{C , r) erhalten wir aus (156), mit 
Benutzung von (114) und (171) den Ausdruck 

(172) j '^(^ ^)=^i-^*(f'^)+^<^*i-'P^-i(f»^» «*)+•• • 

welcher sich wiederum auf Grund der identischen Be- 
ziehungen 

(173) !F.,(C, T, (Xt) = ^^ ^[?r (^ ^ ^ ) 

1 ö'-i 

(^'^^^ ^ (2 ^ <)'-! . e*«»«*('-^) . (I - 1) ! ö^^^-'^^ ' ^ ' '**^^ 

Boehm, Elliptisehe Funktionen I. 16 



(175) 
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in die Form setzen laßt: 

nc , T) = V^» • e,{c , T) + y JBti • s'-iCf , T , «,) 

*=0 4=1 ^ 

worin 



(176) Bu, = 



(2«t)'-i.6"'*«*P-'>-(^-l)! ' 



Darstellung der allgemeinen PsI-Funktlon Yon positlTer Ordnonf^r 

(Parttalbruehzerlegnng). 

102. Es soll nun gezeigt werden, daß die in den 
Formeln (163), (172), (175) gegebenen, untereinander voll- 
kommen äquivalenten analytischen Ausdrücke geeignet 
sind, die allgemeinste tP^-Funktion von positiver 
Ordnungszahl N darzustellen. 

Sei ^1(^9 t) eine ganze beliebige Psi- Funktion von 
der Ordnung N , und seien innerhalb eines bestimmten 
Periodenparallelogramms in der Ebene der C : 

(177) «1 > «2 j • • • > ^^ 

ihre Pole, mit den Ordnungszahlen 

(178) Wlj , Hlg , . . . , Mfi (tHj + fl%2 + • • • + Wl^ = ö') 

und 

(179) ßiy ß2, . . . , ßy 

ihre Jl^ullstellen mit den Ordnungszahlen 

/180) Tbij ^2 J ' ' ' J ^v (^1 "l~ ^ + • • • "t"^y = ^) J 

dann müssen nach unseren allgemeinen Sätzen die beiden 
Bedingungen erfüllt sein 

(181) yn^ß^^yrniOCi = (mod(l,T)), 

(182) a-o'^N. 

Abgesehen davon sind jedoch die Daten (177) bis 
(180) durchaus willkürlich. Die Bezeichnungen sind be- 
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reits so gewählt, daß die durch (172) gegebene Funktion 
SF^(C, r) mit S^i(C, t) in den Polen übereinstimmt. 

Da nun zwei reduzierte elliptische Funktionen dritter 
Art, welche in den Perioden, den Nullpunkten und Polen 
übereinstimmen, sich nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden können, so genügt es für unseren Zweck, 
wenn wir nachweisen, daß die Funktion !P(C, t) bei ge- 
eigneter Bestimmung der in (172) disponiblen Konstanten 
in denselben Punkten und von derselben Ordnung ver- 
schwindet wie die Funktion !Pi(C, t). 

Wir setzen die a Gleichungen an: 



(183) 






-§^inc,T)) 



f=A 



0; 



0; 



. . . , 



['f(C, T)]f=A = 0; 






mc,T)) 



k=ßt 



= 0; 



• > 



-e^i;^(nc,r)) 



f=A 



= 0; 



diese sind linear und homogen in den a zur Verfügung 
stehenden Konstanten des Ausdruckes (172), nämlich 



(184) 



Mo, 



A, 



-^11 > -^12 y 



^1 



mi 5 



wir können also stets die o — 1 Verhältnisse dieser Kon- 
stanten so wählen, daß a — 1 von den Gleichungen (183) 
befriedigt sind; alsdann ist die Funktion !P(C, r) bis auf 
einen konstanten Faktor bestimmt und verschwindet in 
o — 1 von den (einfach gezählten) Nullpunkten der Funk- 
tion 5Fi(Cj t) innerhalb des Periodenparallelogramms; der 
Quotient beider Funktionen muß daher eine elliptische 

16* 
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Funktion erster Ordnung, d. h. eine Konstante sein; 
W{Cj t) und !Pi(C> t) haben auch den letzten der a Null- 
punkte gemeiu, das Oleichungssystem (183) ist vollständig 
befriedigt. 

In unserem Beweise ist nur noch eine Lücke: Es 
wäre denkbar, daß die in der oben angegebenen Weise 
bestimmte Funktion W{C , r) identisch gleich Null würde. 
In diesem Falle bestände also zwischen den a Funktionen 



fl85^ f ^o(C, t) , . . . , Ö2^_i(f , t) ; 



(fc = l, 2, ..., ^) 



eine lineare homogene Belation mit konstanten, nicht 
sämtlich verschwindenden Koeffizienten. Man erkennt 
aber aus der analytischen Darstellung der Funktionen (185) 
unmittelbar, daß dies unmöglich ist. Daher muß der 
analytische Ausdruck W(C , t) , welchen wir durch (172) 
und das Oleichungssystem (183) definiert haben, eine 
wirkliche Funktion von C sein; unter dieser Voraussetzung 
ist aber bereits bewiesen, daß er die allgemeinste Psi- 
Funktion cU^rstellt; in seiner Form bildet er ein vollkom- 
menes Analogon zu der Partialbruchzerlegung rationaler 
Funktionen und ist dem Ausdrucke zu vergleichen, welchen 
wir in Nr. 83 für die allgemeinste elliptische Funktion 
erster Art gefunden haben. 

Wenn wir auf der rechten Seite von (172) nur die 
Größe T, die Ordnung N und die Anzahl o' der im 
Periodenparallelogramm gelegenen Pole als gegeben be- 
trachten, so haben wir noch über o + a'=2o' + N Kon- 
stanten zu verfügen, nämlich die o' Pole und die o Koeffi- 
zienten (184). 

Die Mannigfaltigkeit der !F- Funktionen, für welche 
T, N und o' gegeben sind, ist also gleich 2o^+ N *). 

Dieses Eesultat kann vorerst nur für Psi-Funktionen 
positiver Ordnung als bewiesen betrachtet werden (vgl. 
Nr. 104). 



*) Die Mannigfaltigkeit der nicht reduzierten Funktionen ist 
um 2 größer. 



r 
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Dieselbe Darstellung bei anderen Angaben inr Bestimmung der 

Konstanten. 

103. Es soll nun eine Psi-Funktion von der positiven 
Ordnung N konstruiert werden, unter der Voraussetzung, 
daß wir ihre a^ Pole (X]^ im Periodenparallelogramm und 
das nach negativen Potenzen von C — ock fortschreitende 
Stück ihrer Entwickelung in der Umgebung jedes dieser 
Pole kennen; wir werden sehen, daß dann von den a'+ N 
^Nullpunkten, welche die Funktion im Periodenparallelo- 
gramm besitzen muß, nur N Nullpunkte noch unbestimmt 
bleiben. 

Zu dem angegebenen Zwecke fragen wir uns zunächst, 
wie die Entwickelung der durch (171) definierten Funk- 
tion !P_i(C, T, oct) in der Umgebung des Poles oct aussieht. 

(186) !PLi(C, T, «») l^^i[f^^r + 2rNC] . [e^nii: + rr) _ g««<«t]-l . 

Das einzige Glied der Beihe, welches für C =^ ock unend- 
lich wird, ist das dem Index r =» entsprechende: 

(187) { 1 o . 1 

« • T — + P(f -* ^*) > 



worin p(C — oc^) eine reguläre Potenzreihe bezeichnet; olle 
anderen Glieder liefern nur poi^tive Potenzen von C — ockj 
und wir können daher die Entwickelung der Funktion in 
der Umgebung von ock durc^h folgende Formel andeuten: 

(188) W.,{!:, T, x^ = ^.e-""'^.-^^-^ + 5ß.x(C-«») ; 

für die erste Ableitung nach »t erhalten wir dann: 



[ Ö«P_i(C,T,«») 1 .,„«<,» 1 



(189) 



d(Xjt 2n% (C — Äj)* 



USW. Führen wir diese Einzelentwickelungen in den Aus- 
druck (175) ein, so erhalten wir das nach negativen Po- 
tenzen von C — o^k fortschreitende Stück der Entwickelung 



(194) 
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von !P(C , t) in der Umgebung des Poles C = ä^ ; wir 
können es durch geeignete Wahl der Xonstanten 

(190) A^i , Äi2 > • • • ? -^*Jnjfc 

mit dem vorgeschriebenen Stück der Entwickelung iden- 
tifizieren. Wird diese Bestimmung für alle ßi Pole (x^ 
ausgeführt, so bleiben schließlich nur die N Koeffizienten Aj^ 
in dem analytischen Ausdruck der Funktion !P(C, t) wiU- 
kürUch. 

Die betrachteten Verhältnisse werden noch übersicht- 
licher, wenn wir statt der Funktion ?P-i(f , t, a*) die 
folgende verwenden: 

l r = -oo 

Diese hat in der Umgebung des Poles xj^ die Entwickelung 

(192) W.,(C , T , a,) =» y^ + P(f - a») , 

während sich für ihre partiellen Differentialquotienten nach 
dem Parameter a^ die Entwickelungen ergeben: 

(^^^) ä^4^^^ = (fir^^ + (-i) -P^ HC-«*). 

Die Funktion !P_i selbst, sowie ihre sämtlichen Ableitungen 
nach «t sind Psi-Funktionen ^-ter Ordnung, d. h. sie ge- 
nügen den Funktionalgleichuiigen (164). Bilden wir nun 

mit ganz beliebigen Koeffizienten A]ci die Funktion 

"^ 2! ■ a«* . -'-•••-^(„ij-i)!' 5^«t-i / 

so ist dies eine Psi-Funktion JT-ter Ordnung mit den 
Polen »i, (Xi, . . . , (Kf^ im Periodenparallelogramm. Ihre 
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Entwickelnng in der Umgebung des Poles äj. (fc = 1 , 2 , . . . , /i) 
enthält folgende Glieder mit negativen Potenzen: 



(195) 



Mti- 



(f ~ «i)-i + ^i2 • (C - Ä*)-* + ... 



Ist nun W(C, t) irgend eine Punktion, welche im Perioden- 
parallelogramm dieselben Pole oci, (X29 - • • y ^/< besitzt, und 
deren Entwickelungen in der Umgebung dieser Pole so 
aussehen : 

(196) ^ ^*'"** ^^ ~ **^ "* + . . . + I« • (f - «*)-* 



{ 



(wobei 5ß(t — (Xt) wieder eine reguläre Potenzreihe be- 
deutet), so muß die Differenz ■ 

(197) !^(f,T)-!P(t,r) 

eine ganze Psi-Funktion, d. h. eine Theta-Funktion der 
Charakteristik (0, 0) sein und sich in der Form 

(198) V^,ÖÄf,T) 




darstellen lassen. Wir haben also für ?P(f , t) den all- 
gemeinen Ausdruck: 

»=0 t=l ' 



(199) { 



Ätn,^ Ö«t-l«P_,(C,r,«4) 



(TOt-1)! öaT* 



-1 



}■ 



Die hierin noch unbestimmten Koeffizienten Aq, . . . , Aj^^i 
können so gewählt werden, daß die Funktion !P(C, r) 
in N beliebig vorgeschriebenen Punkten des Perioden- 
parallelogramms verschwindet. 

Darstellung der Psl-Funktlonen yon negativer Ordnung. 

104. Um nun auch für Psi-Funktionen mit nega- 
tiver Ordnungszahl eine analoge analytische Darstellung 
geben zu können, müssen wir zunächst den folgenden, 
für derartige Funktionen allgemein gültigen Satz beweisen : 
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Sei W{C , t) eine Psi-Fnnktioii von der negativen Ord- 
nung —Ifj d. h. eine Funktion, welche den Funktional- 
gleichnngen genügt: 



(200) 



{ 



y(C+l,r) = «P(C,T); 



{N> 0) 



sie besitze im Innern eines bestimmten mit den Perioden 
1, T konstruierten Parallelogramms die Pole 

(201) «1, «j, . . . , «^ , 

nnd ihre Entwiokelnngen in der Umgebung dieser Pole 
seien gegeben in den Ausdrücken 



(202) 



5f(t,')- 



'*••» 



+ (t — /v.\mt-l "T- • • • "t- /^ _ 



(f -«»)"* (f -«»)"•* 



(f - «*)» 



+ 



(f - «*) 

(ä = 1 , 2 , . . . , /*) , 



+ ^*(f-Ä*) 



worin mit 5ßt(C — ä») wieder irgendwelche reguläre Potenz- 
reihen bezeichnet sind, deren Koeffizienten uns hier nicht 
interessieren. 

Sei femer O^iCi t) eine der in ISt. 100 durch (114) 
definierten Funktionen ♦ 



(203) • 



f=+<x> 



r= -oo 

(* = 0, 1, 2,..., N-1). 



Dann besteht folgende identische Beziehung: 



(204) 






ÖA(«t,T) + 



k2 



se„{C, t) 



+ 



+ 



^ts 



[ g'g>(C, t) 

1 et* 



jf=«i 



+ ... 



-2)!'L 



^tmt-i r Ö"*-* Ö»(C, r) 



(mt-2) 



ö^' 



.-8 



+ 



^tmj \ e''*-' e^ic, z) 



Jf=«j ("»»-lOL sr* 
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Man überzeugt sich davon auf folgende Weise: 
Die Funktion ^^(C , t) genügt als Theta-Fonktion von 

der Ordnung +N und Charakteristik (0,0) der Funktional- 

gleichnngen: 

(f + 1 , t) = Ö»(C, r) ; 

(C + T,T) = «-''*^(«f+')ö»(f,T); 






(205) 

daher ist das Produkt 



(206) 



Ö»(f,T).!F(f,T) 



eine elliptische Funktion erster Art mit den Perioden 1, t; 
ihre Pole innerhalb des oben betrachteten Periodenpar- 
allelogramms sind die Pole der Funktion W(^ , t) , d. h. die 
Punkte »t; die Entwiokelung der Funktion (206) in der 
Umgebung des Poles «» erhalten wir, indem wir den Aus- 
druck (202) mit der Taylorsohen Entwiokelung der Funk- 
tion djt(C , t), d. h. mit 

m , ^) - ö»(«t , t) -f c - «») f ^^»^^ ' ^^ 



(207) 



s: 



f=«t 



+ 



+ 



(c - «»)» 



5»Ö»(C, t) 



2! 

(C - «>)«*-' 

(m» - 1) ! 



SC 



» 



Jf=«j 



+ ... 



Ö"»-'ö»(f,T) 



ac"' 



.-1 



+ ... 



C=«i 



multiplizier en. Für unsere Zwecke brauchen wir von der 
so entstehenden Beihe nur den Koeffizienten der Potenz 
(C — ftjfc)~^9 d. h. das Besiduum der Funktion (206) in dem 
Pole (X]t ; dieses lautet 

Ä^ röÖÄ(c,T) 



ß08) 



+ 



k9 



2! 



^tl • Ok{(Kt , t) + 

ö'OkiC, r)' 



¥■[ 



dC 



Jf=<»t 



H 



2 



+ ...+ 



*«•* 



C=«i 



(m*-l)! 



ö"*"'ö,(C,t) 



5^i 



.-I 



Jc=«* 



Die Summe der Besiduen in Beziehung auf sämtliche 
Pole (Xi muß, da (206) eine elliptische Funktion ist, ver- 
schwinden (Nr. 79) ; diese Summe ist aber gerade der Aus- 
druck, welcher in (204) gleich Null gesetzt wurde. — 
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Bei der Konstruktion des analytischen Ausdruckes 
für unsere Funktion W{C , t) , welche wir jetzt in Angriff 
nehmen wollen, wird abermals die in (191), Nr. 103 defi- 
nierte Funktion W_i(C j j , (x) als Element dienen; aber 
wir betrachten diese jetzt in ihrer Abhängigkeit von dem 
dritten Argument, welches bisher die Bolle eines Para- 
meters spielte, d. h. wir vertauschen C und a; so entsteht 
die Funktion: 

(209) !F_i(«, T, C) = 2jit^e"<''^(''+««).[e2^*^«-^+'''>- l]-i; 



r= -oo 



diese ist offenbar eine überall eindeutige Funktion von C» 
welche im Endlichen keine anderen Unstetigkeiten besitzt 
als die Pole erster Ordnung in den Punkten 

(210) C = Ä-rr + »; 

denn für jeden anderen Wert von C ist die Beihe (209) 
unbedingt konvergent. In der Umgebung des Poles ^ = er. 
lautet die Entwickelung der Funktion: 

(211) W.,{oc , T, = - y^ + P{^ - oc) . 

Die partiellen Ableitungen der Funktion SF_i(«, t, C) nach 
dem Parameter (x besitzen in den Punkten (210) mehr- 
fache Pole; und zwar lautet die*Entwickelung der {l — l)-ten 
Ableitung 

(212) ^-'^S; '■ ,-|^ + (-iy->.-..(t-.,. 

Die Funktion ?PLi(ä, t, C) genügt der Funktionalgleichung 
(213) !F.i(«, r, C+ 1) = iP-i(öc, T, C) , 

ist aber, als Funktion von Cj keine Psi- Funktion; wir 
finden nämlich: 



!f-i(a,'T, C + T) = 2;Tt^6^*^^(''' + 2«) 



r = -oo 



f = +oo 

(214) 

.[■g2,rt(«-C + (r-l)T) _ l]-l^ 

oder, indem wir als Summenindex r — 1 wählen und hier- 
für wieder r schreiben: 
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P15) 



r = +oo 



2 7li ^^^rNjrt -h 2g) . g7tiN(2(x + irr -H r) . J^^2ni{a - C + rT) __ j^j-1 



r = -oo 



r = +oo 



= 2jrte^*^<*^ + *>Ve^**''^(''' + ««).6*''*^(« + ''' - ^) [e^^^C« - C + rr) _ j^j-i . 



r = -oo 



(216) 






f = -OO 



1 = 



r = +oo 



= 2jri6^*^(*^ + ^) Ve-*"**^y'e'"'*''^^''^ + 2«)e*''**<« + ''^> , 



r = -oo 



oder schließlich, mit Benutzung von (203) 



(217) i *=;^-l 

I = 2jrie«»^(2^ + ')y'e-«''**fö*(Ä, t) . 

J)sb die Identitäten (213) und (217) für jeden Wert des 
Parameters a gelten, so dürfen sie nach (x differentiiert 
werden; demnach ist: 



(218) 



e'r.i(«,T,f + i) a'!F-i(«,T,o 



ö«' 



ö«' 



(219) 



a'y.x(«,T,f + T) _ ,.,,,.,, ^'y-i(«,r,0 



A=0 



doc^ 



Bilden wir nun mit den Koeffizienten der Entwickelung (202) 
die Funktionen 

FkioCt, T, C) = -^tl-"^-l(Ät, T, C) 



220) 



'k2 



d(x 



■*"»* 



ö'"t-i!P_i(öc,r,f) 



j«=«t (wt — 1)! 

(fe= 1, 2, ..., jj) 



doc'^k-^ 



«=«* 



(222) 
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80 bestehen für diese die Identitäten 

(221) !"»(«», T,C + l) = Fk{cct,T,0, 



, ^ki 



~l • • • "T 



öa J«=«* (m* — 1) 



r g"»*-^ e> (<x , t) i i 



Addiert man die jn Oleichungen (222) f ür ä; = 1 , 2 , . . . , /x), 
so muß nach (204) die Summe der rechten Seiten ver- 
schwinden; es ist 

(223) V^*(a*, T, t + 1) = yj?t(«», r, C) , 






(224) >fj't(«t, r, C + t) = «-<*(«f + -)y'J'»(«», T, , 

d. h. die Funktion 

(225) W{C , t) ^^F, (öt, , t , C) 

ist eine Psi-Funktion von der Ordnung —N; sie hat im 
Periodenparallelogramm die Pole (201), und ihre Ent- 
wickelungen in der Umgebung dieser Pole enthalten, auf 
Grund von (211), (212) und (220), dieselben Glieder mit 
negativen Potenzen, welche in den für die Funktion !P(C, t) 
aufgestellten Entwickelungen auftreten. Die Differenz 

(226) y C , t) - W{C , r) 

ist daher eine Psi-Funktion von der Ordnung —N^ welche 
in dem Periodenparallelogramm, das die Pole (201) der 
Funktion V{C j t) enthält, nicht mehr unendlich wird und 
daher identisch gleich !N'ull sein muß. 

Wir erhalten so für die Funktion SF(C, t) die folgende, 
der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen analoge 
Darstellung : 
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*=1 t=l ^ 

^*««t r a"t-'yli(«,T,o i | 



1 — T~ 



ew.,{cc,t,o 



.+...-{■ 



d(K Ja = «|. (Wjfc — 1) 



• welche wir in der gebräuchlichen, wenn auch nicht ganz 
logischen, Schreibweise auch so wiedergeben können: 



(228) 






S'(^r) = - >{^»i.!F_i(«»,T,t) 






dar*-' /* 



1 ööct ••• (wt-l)! ._^. 

Aus dieser Formel können wir die Mannigfaltigkeit 
der Psi-Funktionen ablesen, für welche der Wert von t, 
die negOptive Ordnungszahl —N und die Anzahl a' der 
im Periodenparallelogramm gelegenen einfachen Pole ge- 
geben ist. Wir haben zu unserer Verfügung die a' Pole, 
welche beliebig gewählt werden können ; von den o' Koeffi- 
zienten A]ti siiid aber nur </ — N disponibel, die übrigen 
werden durch die N Bedingungen (204) bestimmt; die 
Gesamtzahl der unabhängigen Konstanten des Ausdruckes 
(228) ist also 2 a' — N ^ und demnach wiederum (vgL 
Nr. 102) gleich der Summe der Ordnung und der doppelten 
Anzahl aller im Periodenparallelogramm gelegenen ein- 
fachen Pole. 

Elliptisehe Funktionen dritter Art yon der Ordnunsr Null. — Zurüek- 
tührnng auf ellipttgehe Funktionen zweiter Art. 

105. Wir werden im folgenden den elliptischen Punk- 
tionen dritter Art von der Ordnung fTull, unter deren 
Begriff auch die elliptischen Funktionen zweiter Art ge- 
hören, eine besondere Betrachtung widmen. Denn diese 
Funktionen können nicht wie die von positiver oder nega- 
tiver Ordnung durch Addition einer Konstanten zum 
Argument auf* Funktionen mit der Oharakteristik (0, 0) 
zurückgeführt werden (vgl. Nr. 95). 

Unsere für die Psi-Funktionen abgeleiteten Eesultate 
lassen sich daher für elliptische Funktionen dritter Art 
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von der Ordnung Null nicht nutzbar machen*), während 
wir sie auf jede elliptische Funktion dritter Art von posi- 
tiver oder negativer Ordnung übertragen können, indem 
wir den Weg, welcher von der allgemeinsten derartigen 
Funktion zu der Psi-Funktion führte, in umgekehrtem 
Sinne zurücklegen. 

Wenn wir somit von dem Inhalte der Nummern 99 
bis 104 im folgenden keinen Gebrauch machen dürfen, so 
bleibt doch alles, was in Nr. 91 bi& 98 über elliptische 
Funktionen dritter Art gesagt worden ist, auch für solche, 
von der nullten Ordnung und im besonderen für elliptische 
Funktionen zweiter Art gültig, sofern wir nur die erforder- 
lichen Spezialisierungen der auftretenden Konstanten vor- 
nehmen. 

Zunächst sehen wir, daß für ^ = die Konstanten Fn 
und Fe sich zueinander verhalten müssen, wie die Peri- 
oden 11 und d [Nr. 92, Formel (25)]; daher dürfen wir 
setzen 

(229) Fn^^n, Fe^x0, [vgl. Nr. 92, (32)] 

und die Funktionalgleichungen der allgemeinsten elliptischen 
Funktion dritter Art von der Ordnung Null haben [ge- 
mäß (33)] die Gestalt 



(230) i^«v + ^ = '' ""VoW; 



Die Funktion 
(231) CD (u) = e^^C"«» + ^~) • v'o (w) 

genügt alsdann den Funktionalgleichungen: 



-7i%g. 



(232) ^<o{u + ID-e J.<o{u), 



l (o{u + ö) = e "^ • io(u) , 

sie ist also eine elliptische Funktion zweiter Art. Demnach 
können wir den Satz aussprechen: 

Jede elliptische Funktion dritter Art von der Ordnung 
Null kann durch Multiplilcation mit einem Exponential- 

*) Eine Psi-Funktion von der Ordnung Null ist eine elliptische 
Funktion erster Art. 
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faktor der Form e^»««* + ^« in eine elliptische Funktion zweiter 
Art verwandelt werden. 

Aus diesem Grunde dürfen wir uns im folgenden auf 
die Betrachtung von elliptischen Funktionen zweiter Art 
beschränken. 

Als Spezialfall des soeben aufgestellten Satzes erhalten 
wir das Eesultat: 

Jede elliptische Funktion zweiter Art von der Cha- 
rakteristik (0, 0) ist gleich dem Produkt aus einer ellip- 
tischen Funktion erster Art und einem Exponentialfaktor 
der Form e+^»^« . 

Es gibt außer der Funktion 

(233) G . 6+^^*^" 

keine ganze elliptische Funktion zweiter Art. 

Denn wenn eine elliptische Funktion zweiter Art 
keine Pole im Periodenparallelogramm hat, so kann sie 
auch keine Nullstellen besitzen [nach (25) für ^=«0]; 
infolgedessen ist ihre Charakteristik (0, 0); nach dem 
vorhergehenden Satze hat sie also die Form e'''*^^f{u), 
wo f{u) eine elliptische Funktion erster Art bedeutet, 
welcbe aber keine Nullpunkte und Pole besitzt und daher 
in eine ^Konstante G ausartet. Ebenso erkennt man: 

Zwei elliptische Funktionen zweiter Art, welche in den 
Nullpunkten und Polen iibereinstimmen, können sich nur 
um einen Exponentialfaktor von der Form Ce-"^^^ unter- 
scheiden. 

Darstellung der elliptischen Funktionen zweiter Art mit Hilfe der 

<T-Funktlon* 

106. Die Funktion 
genügt den Funktionalgleichungen 



(234) 






;C(t, If ö) = (-1)^*** - '^'"* • e*'^("^^)^'^'**" '^'"*^ 



e X\U) • 
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Wenn nun die Bedingung 



h:=:y i^ 



(235) >;^*->'m* = 



*^i 



erfüllt ist, so stellt x{^) ^^^ elliptische Funktion zweiter 
Art dar; setzen wir 

(236) ' 



M/7- 



so nehmen die Funktionalgleichungen (234) die Form an: 

(161) 



I X{^' 



Die Legendresche Eelation [vgl. "St. 53 (124)] lautet, da 

e 

wir annehmen, daß das Periodenverhältnis -jj. einen positiv 
imaginären Bestandteil habe: 

(238) i7^.Ö-i7^./7=2^t, 

und es ergibt sich aus (236) das na6h unseren aü^meinen 
Sätzen zu erwartende Besultat 

(239) V/Jjk n* - Ta» m^ = i {GnO - QeH) 

[vgl. Formel (26) dieses Kapitels]. 

Auf Grund des vorhergehenden Satzes können wir 
folgende allgemeine analytische Darstellung geben: 

Jtde eUiptische Funktion zweiter Art drückt sich in 
der Farm 

(240) ö)(i») = 0-«-"*^«;c(^) 
dunA die Funktion a{u) aus. 

Andere DanteDimg mit BOlfe einer Elementeifmiktton (Partfal- 

bmehierleguiig). 

107. Es soll nun eine elliptische Funktion zweiter 
Art konstruiert weiden, welche im PeriodenparalleLogramm 
nur einen eimdgen einfachen Pol a und demgemäß nur 
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eine einzige einfache Knllstelle ß besitzt, deren Eesiduum 
fnr den Pol (x gleich 1 ist. 

\Xi{^+ 0) =e^ •;fi(t*). 

(243) a(w - ä) = 1* - Ä + ia''(0) • (w - a)« + • • - , • 

(244) a{u-ß) =a{oc — ß) + a'{cc - ^) . (^ - a) + . . . ; 

folglich ist das Eesiduum der Funktion ;^i(ti) für den 
Pol u = oc: 

(245) G'o{(K-ß). 

Durch die Forderung, daß diese Konstante den Wert 1 
haben soll, ist C bestimmt, und unsere „Elementarfunktion^^ 
hat die Form: 

a{u - ß) 



(246) xi W = 



a{oc — ß) • o(u — a) * 



Wir wollen sie, um die Lage des Poles und des Null- 
punktes anzudeuten, mit 

(o{u^ (x. j 6) 

bezeichnen, indem wir gleichzeitig an Stelle der Größe ß 
die Differenz 

(247) a- ß=d 
einführen, so daß 

(248) a)(w, «, d) =* ' 



o{d) • o{u — ä) ' 



{ 



(OAQ\ j co{u + n, oc, d) = e^' '(0{U, oc, S) , 

Q){u + ö , a , 6) = e ^ • o)(u , <x , d) ; 



der nach u genommene partielle Differentialquotient Z-ter 
Ordnung von (o{u,(x,d) genügt denselben Funktional- 
gleichungen (249); er hat im Punkte a einen Pol von 

Boehm, Elliptische Funktionen L 17 



(251) 
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der Ordnung (I + 1) und seine Entwickelang in der Um- 
gebung dieses Punktes sieht so aus: 

WO ^{u — a) eine nach positiven ganzen Potenzen von 
u — (X fortschreitende reguläre Entwickelung bezeichnet. 
Bilden wir nun die Summe 

"^^ ^' (mt-1)! ■ evT*-' r 

SO ist diese offenbar eine elliptische Funktion zweiter Art 

mit den Multiplikatoren e ^ j e ^ ; sie hat im Perioden- 
parallelogramm die Pole (Ku (x^j . . . , (X^ , und ihre Ent- 
wickelung in der Umgebung des Poles oc^ lautet: 

(252) r";^+^""(ir^ • • • +^*-*'^iz^ 

+ 5ß*(w — Ät) (Ä; = 1, 2, . . . , yw) . 



Es sei nun irgend eine elliptische Funktion zweiter 
Art (o{u) vorgelegt, welche den Funktionalgleichungen 
genügt: 

(253) • fa>(. + 2Z) = e---.a>(.), 

[0}{u + d) =6""*^^ 'Co{u); 



ihre Charakteristik sei von (0, 0) verschieden, d. h. die 
Konstanten Onj 0$ sollen sich nicht zueinander verhalten wie 
die Perioden 27 und ; die Pole a^ , (x^j . . . , a^ seien 
ihre einzigen Pole im Periodenparallcdogramm, und ihre 
Entwickelungen in der Umgebung dieser Pole mögen die- 
selben Glieder mit negativen Potenzen enthalten wie diie 
in (252) angedeuteten Entwickelungen der Funktion ä>(ii, <3). 
Dann setzen wir in (251): 

(254) (5 = -i(özzÖ-ö,/7); 
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vermöge der Legendreschen Belation ist 

(255) '{d'rjjj)e^{d'r}^)n^--7ii{0ne-Gen) 

und also 

(256) iS.,,^-.iiGn + lID, 



{:: 



Die Funktion 

(257) . e-^"*^"" ' (ö{u j d) 

ist daher mit co{u) gleichändrig und die Differenz 

(258) tt>(w)-e^*^«ä>(w, d) 

ebenfalls; zugleich aber muß diese Differenz eine ganze 
Funktion sein und also die Form (233) haben; daher 
sind die beiden Forderungen, zu denen wir soeben ge- 
langten, nur dann durch eine wirkliche Funktion erfüllbar, 
wenn die Proportion besteht: 

(259) Gn:Ge=^n:e, 

welche wir durch unsere Voraussetzungen ausdrücklich 
verneint haben; es bleibt demnach nur die Möglichkeit, 
daß die Differenz (258) identisch verschwindet. — Das 
Besultat unserer Betrachtungen läßt sich in den Satz zu- 
sammenfassen: 

Jede elliptische FunkUon zweiter Ariy deren Charaktere 
nicht beide gleich NuU sind^ kann mit Hilfe der EUmentar- 
ftmktion q}{u j oc , d) in folgender Weise ausgedrüclct werden: 

Ak2 öco(w, «t, d) 



S60) 



+ ... 



(o{u) = e^'^'' *2iULj,i(o{u, (Xjt, d) 5^ 

Dies ist die Partialbruchzerlegung für die elliptischen 
Funktionen zweiter Art, wenn die Charakteristik nicht 
(0, 0) ist. Die Mannigfaltigkeit der so definierten Funk- 
tionen ist, wie man leicht nachzählt, gleich 

k=u 

2 Vm* + 2 . 

17*' 
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Kennt man von einer Funktion a}{u) außer den Perioden 
TZ, die -Tw* Pole und die -Tn* = Znii Nullpunkte eines 
Periodenparallelogramms, so sind dadurcli in der Summe 
auf der rechten Seite von (260) die Umi Konstanten (k^ y 
die Hm^ -— 1 Verhältnisse der Koeffizienten An und die 
Größe d bestimmt; willkürlich bleiben noch ein konstanter 
Faktor (etwa A^) und die Größe A, wie es dem Satze 
am Schluß von Nr. 105 entspricht. 

Das oben angewandte Verfahren versagt, wenn die 
Charakteristik der Funktion (0, 0) ist; denn dann würde 
ja (254) d gleich Null werden. Aber nach, einem Satze 
der Nr. 105 hat jede elliptische Funktion zweiter Art von 
der Charakteristik (0, 0) die Form: 

wo f{u) eine elliptische Funktion erster Art bezeichnet; 
für eine solche kennen wir bereits aus Nr. 83 die Partial- 
briichzerlegung, und das Problem ist somit auch für diesen 
besonderen Fall als gelöst zu betrachten. 

Elftes Kapitel. 

Die WeierstraSsehen Transzendenten. Zusammenstellung 

von Lehrsätzen und Formeln. 

Einleitong. — Einige neue Bezeiehnungen. 

108. Wir haben gesehen, daß sich alle elliptischen 
Funktionen erster, zweiter und dritter Art durch eine 
kleine Anzahl von Funktionen ausdrücken lassen, mit 
deren Hilfe wir also, auf Grund allgemeiner Sätze, das 
ganze große Gebiet beherrschen. Eine einzige Funktion, 
die Funktion o{u) , würde dazu schon ausreichen. Es ist 
aber vorteilhafter, die Eeduktion nicht so weit zu treiben, 
vielmehr eine Zusammenstellung mehrerer Elementarfunk- 
tionen, welche alsdann untereinander in gewissen Bezie- 
hungen stehen müssen, der Theorie zugrunde zu legen. 

Die Wahl dieser Elemente ist bis zu einem gewissen 
Grade willkürlich und daher eine Frage der Zweckmäßig- 
keit. Ein System von Elementarfunktionen, welches für 
eine gewisse Elasse von Problemen den Vorzug verdient, 
kann weniger tauglich sein als ein anderes, wenn die Be- 
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Handlung anderer Aufgaben gefordert wird. Zwei große 
Systeme elliptischer Transzendenten haben sich in der 
Analysis Gleltong verschafft; sie tragen die l^amen ihrer 
Begründer, Jacobi und Weierstraß. 

Daß historisch jüngere Weierstraßsche System ist auf 
diejenigen Funktionen aufgebaut, welche bei dem von 
uns eingeschlagenen Wege als die natürlichen Elemente 
der Theorie erscheinen und uns der Hauptsache nach be- 
reits bekannt sind. Wenn wir es daher in diesem Kapitel 
unternehmen, die wichtigsten Formeln der Weierstraßschen 
Theorie zusammenzustellen, so sind Wiederholungen längst 
gefundener Eesidtate unvermeidlich; dafür entschädigen 
uns aber zahlreiche Vorteile: Formelgruppen, welche im 
Verlaufe unserer Entwickelungen durch langwierige Be- 
weisgänge getrennt werden mußten, können nun unmittel- 
bar nebeneinander gestellt werden, wodurch die Übersicht 
erleichtert wird. Während ferner bisher die Heraustreibung 
des Gedankens das wichtigste Ziel bildete, und die Aus- 
arbeitung rechnerischen BetaQs deshalb möglichst zu ver- 
meiden war, können wir jetzt der formalen Seite größere 
Berücksichtigung schenken. Wir benutzen die Gelegen- 
heit, um uns vollkommen mit den von Weierstraß auf- 
gestellten, zum TeU von späteren Forschern äußerlich 
modifizierten, Formeln in Übereinstimmung zu zetzen. 
Manche von den üblichen Bezeichnungsweisen (wie zum 
Beispiel die der Perioden) sind nur in der Absicht ge- 
wählt, die Formeln symmetrisch und elegant zu gestalten; 
in eine einführende funktionentheoretische Betrachtung 
wird dadurch ein Element hineingetragen, welches durch 
seinen künstlichen Charakter störend wirken und das Ver- 
ständnis erschweren kann. Viel weniger bedenklich er- 
scheint es daher, an der Bezeichnungsweise nachträglich 
einige leichte Änderungen anzubringen und so die rein 
formale Bedeutung dieser Dinge augenscheinlich zu machen. 

Die beiden Perioden einer elliptischen Funktion erster, 
zweiter oder dritter Art erhalten in diesem Kapitel die 
Bezeichnung 

(1) 2 a>i und 2 co^ , 

und es wird durchweg vorausgesetzt, daß das Verhältnis 
Q>3 : coi einen positiv imaginären Bestandteil habe. 
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Eine dritte Konstante cog wird definiert dnrch die 
Oleichnng 

(2) COi + ö>2 + tt>3 = . 

In Summen und Produkten,' welche sich über alle aus 
2 (Ol und 2 a>3 zusammengesetzten Perioden erstrecken, soll 

(3) II? = 2 mj a>i + 2 Wj ö>8 

gesetzt werden; die ganzzahligen Indizes m^ m^ können, 
nach dieser Übereinkunft, an dem Summen- oder Produkt- 
zeichen wegbleiben; es genügen außerdem, obwohl es sich 
um Doppelsummen und Doppelprodukte handelt, die ein- 
fachen Summen- und Produktzeichen; wir werden also 
schreiben: 

(4a) '^^^ "^^7(2m,ö>, + 2m^co,)^ 2f(w) ; 

inx=-oo iny= — oo 

(4b) 77 Jj f{2m,a,, + 2mt co^) = nf{tD) . 

Die fundamentalen Funktionen o{u), S(te) , piü)» — 

Homogeneltät. 

109. Führen wir diese Bezeichnungen in die ana- 
lytischen Ausdrücke der früher (Nr. 62, Nr. 49, 'Nt. 47) 
definierten Funktionen ö{u)j Ci^)} p{u) ein, so erhalten 
wir die drei, in der Weierstraßschen Theorie fundamen- 
talen Funktionen 

(5) a(«) = «iZ'{(l-j)e«-'^}; 

(6) f («) = Aioga(«) = 1 + yi-J— + i- + J^) ; 



(7) 



j2 

p(«) r(«) = -^^logo(«) 



«« '^^ l(« - w)» ~ w«} • 



= t:t + 



Kach uDseren früheren üntersachnngen gelten die 
folgenden Formeln: 



Kr. 109/110. Die Funktionen a{u), ((u), i>(m). 
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'■PM . ,_„. . ,» + 1)!^.=^^ , 



(8) p(*)(t*) = 



Homogeneität: 

(10) a{Xuj >lö)i, X(o^)^X 'a{uj cdi, cOj) , 

(11) C(Xu, l(Oi, X(o^) = X-^' ^{Uj ö>i, CO,), 

(12) p{Xuj Aa>i, Aa)8)=«A-2.p(w, ö)i, coj) , 

(13) p(")(A tt , i 0)1 , A cos) = A-<''+*) • i)<">(tt , cüi , (üs) . 

Potennreflienentwlek^niigeii der Fanktioneii <i(te}f SCu), i>(te) 



110. 



In der Umgebnng des Punktes 



\ w/ 3 tp» 4 w* 5 w» 9 w« '" 

-rz"(i-^)«-*^-'-T^-'»--T^ 



^ V/ -5 ^ 

—HiJD^ — 

5 



6 



g ^-j.(^'«,-y + |^'«;-« 



•■"w-* 



+ ... 



Bedenkt man nun, daß identisch 

^/„-(i«+i) _ , 
so findet man 



(» «- 1 j 2 , • • • ) 



••JT'(i-^)'^^ 



tt M* 

-I 



4 



1« 



2"t(7-«~... 



= 60 2"w-* ; flTg = 140 2"t(?-« , 



Führen wir die Bezeichniingen ein: 

(14) y, ^ , 

ans denen sich nnmittelbar ergibt: 

Acüg) = A-*-flf2(cüi, CO3) ; 

A ö>3) = X-^ • ^3(0)1 , 0)3) , 

so nehmen die ersten Glieder der Entwickelang von o{u) 
die Form an: 

(16) o{u) == u — ^^ "^ ^ u 



(15) 



1 ff8(^ Ö>1 > 



5 



2*. 3. 5 



23.3-5.7 



u 



7 _ 
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Nimmt man die logarithmische Ableitung, so ergibt 
sich die Potenfl*eihenentwickelnng der Funktion C{u) ; ein- 
facher noch ist es, sie aus der Eeihe für p{u) durch Inte- 
gration zu gewinnen und die Integrationskonstante aus 
der Anfangsbedingung 

1 



(17) 



CW 



= 



zu berechnen; diesen Weg deuten die folgenden Formeln an : 

111 



{u — w)^ w^ 



(-^y 



1 / u u^ u^ w* \ 

= — 1 + 2— + 3 — .f4 — -fö-^^-f... 

vxo; //v«*; 1*2 ^ 22 . 5 ^ 2« • 7 ^ "' 

(19) C(«) = — - — ^ — w» ^!? 1*5 - . . . 

Beziehungen iwigchen derFunktlonp(te) und ihren Ableitungen. — 
NuUstellen der Funktion p'iu) • — Die Größen e^ 9 €^9 e, « 

111. 

(20) p\u)* = 4 p (1*)» - ^2 P W - 9s [vgl. Ifr. 86] ; 

(21) p\uy = 4(p(w) - e,) {p{u) - 63) {p{u) - «3) ; 

(22) p» = 6p(t.)«-i(7, ; 

(23) p'» = 12p(w)p'(w). 

. In (21) haben wir mit «i , Cg , 63 die drei Werte be- 
zeichnet, welche die Funktion p(u) in den Nullpunkten 
ihrer Ableitung p\u) annimmt; es ist daher 

(24) «1 + 02 + 63 = 0; 

(25) / ^2 ^ ""*^^i ^2 + «1 «3 + «2 «s) = 2(ef + el + ei) 

\ = 4 (c? - 62 63) = ^el — ^3 «i) = 4(ei - ej e^) ; 

(26) fl's = 4 «1 «2 «3 • 
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Drei inkongruente Werte von u , für welche die Funk- 
tion p\u) verschwindet, lassen sich aber leicht aus dem 
analytischen Ausdruck 



^'(«) = -^I(^ 



ii*i = +oo 9yiy = +00 



—'2 2i^ 



(tt — 2 Wi ö>, — 2 m« (o^Y 
ablesen; denn es ist 

p'K) = +2^:^ 2^ [(2m,-l)«, + 2«.3«>3? 

eine absolut konvergente Summe (l^r. 44), deren Glieder 
paarweise entgegengesetzt gleiche Werte haben, nämlich: 

1 1 

[(2mi-l)a)i+2m3ft)8]8~ [(2(-mi + l)-l)a>i+2(-m>3]3 

daher ist u = coi eine INTullstelle der Funktion p\u)] ganz 
ebenso finden wir 

(27) p>i) = , p\(o,) = , p>3) = , 

und es ist also 

(28) e^^p ((Ol) , 62 = p (ö>2) , «3 = p ((Ü3) 

zu setzen. 

Berechnung der höheren Koeffizienten für die Potenzreihen der 
n9 = 110. — a(u) , 5(f*) , piu) BUS Funktionen von u, grg, gfa . 

112. Die Identität (22) liefert uns eine rekurrente 
Formel für die Koeffizienten der höheren Potenzen von u 
in den Beihen (16), (18), (19). Setzen wir nämlich die 
Entwickelung 

(29) p{u) = -j + c^u^ + e^u^ + . . . + CanW*« + . . . 

in (22) ein, so erhalten wir 

(30) c,^-J^, c,= ^« 



28.5 ' * 22.7 

und, indem wir die Koeffizienten der Potenz w*»»-* auf 
beiden Seiten einander gleich setzen, 



n 
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6(C2n + CiC2n-A + C^C^n-G + • • • + ^Sn-e^* + (^n-A^i + Csn) 

= 2n(2n — 1)C2„ ; 

6(C2C2«-4 + C4C2„_6+ • • • + C2«-6 C2n-4 + C2n-4<^) 



(31) C2n 



2n(2n-l)-12 



so daß also die Koeffizienten aller höheren Glieder der 
Entwickelung (29) ganze rationale Funktionen von ^2 ^i^4 ffs 
mit rationalen Zahlenkoeffizienten sind; dasselbe ^t folg- 
lich auch für die Koeffizienten der Entwickelungen von 
C{u) und o{u) in der Umgebung des Punktes u = 0. 

Man kann nach dem soeben Gesagten die Funk- 
tionen o{u)j ^(u)} p{^)j welche bisher als Funktionen der 
drei Größen Uj co^^ (o^ angesehen wurden, auch in ihrer 
Abhängigkeit von Uj g^j g^ betrachten; die beiden Kon- 
stanten ^2 9 ffs führen, aus später (Nr. 171) zu entwickeln- 
den Gründen, den Namen Invarianten. 

Aus den Formeln (10) bis (13) erhalten wir, mit Be- 
nutzung von (15) die folgenden Identitäten: 

(10a) a{xu; ^, j^) = Xo{u;g2,g,)y 

m 

(IIa) c[lu;^,^)~jUu;g,,g,); 
(12a) p(^«; ^, g) = -^p(«;ffj,y,); 
(13a) p(«)(A«;^,^) = -L^p(»)(«;Sf,,flr3). 

Yermehning des Aripimentes um eine beliebige Eonstante, welche 

nicht eine Perlode ist. 

113. 

(33) {(.+.)-t(.j+.p(»)-2'{iq^-i^+ji^}i 

(34) ,(. + .)- Pia) -2'{ („ + 1_ „). - ^}. 
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Die letzte dieser Formeln ergibt sich unmittelbar ans 
der Definition der Funktion p{u) durch die unbedingt 
konvergente Eeihe (7); die zweite und erste erhalten wir 
dann am einfachsten durch zweimalige Integration zwischen 
den Grenzen und u ; die Integration darf auf der rechten 
Seite an den einzelnen Gliedern ausgeführt werden , da 
die Eeihen unbedingt konvergieren. Man vergleiche 
übrigens auch die Formel (37) der Nr. 65, von welcher 
man leicht zu (32) übergehen kann. 

Yermelmmg des Argumentes um eine Periode. 
114. Wir setzen 

(35) c(ü>i) « Vi ; C(ö>2) = % ; CK) = Vz ; 

die beiden Konstanten tj^ und tj^ entsprechen also den 
früher mit ^ tjn und ^ rje bezeichneten Größen [vgl. Nr. 54, 
(130)]. Die tja sind Funktionen der beiden Großen od^ , co^ 
und als solche nach (11) homogen vom Grade —1, d. h. 

(35a) fiaß a>i , A 0)3) = A"^ • i;«(ö>i , 0)3) ; (ä = 1, 2, 3) 

f(t* + 2a>3)=C(w) + 2i73; 
+ 2co2) = f(t*)-2(i7i + iy3); 

diese letzte Formel liefert für w = — a>2 die Beziehung 

^1 + ^3 = -CK) = —% 

oder 

(37) ^1 + ^2 + ^3 = 0, 

während aus der Legendreschen Eelation [vgl. Nr. 53, 
(124)] und den Identitäten (2) und (37) folgt, daß 

(38) ^1 Ö>3 - ?y3 0)1 = »^2 ö>i — 171 (»2 = 173 0>2 - ^2 0>3 = "2" * 

Mit Benutzung von (37) und (38) stellt man ohne 
Schwierigkeit die drei Formeln auf 



(39) 



(36) K(« + 2ö'i) = C(«) + 2,7i; 
■^ l C(« — 2a)i — 2a)j) = f (« - 




(40) 
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Wir können diese drei Identitäten, von denen je 
zwei die Funktion o{u) als elliptische Funktion dritter Art 
charakterisieren, in eine einzige Formel zusammenfassen 

In ähnlicher Weise vereinigen wir die Formeln (36): 

C{u + 2iiia>i + 2no)2 + 2rQ)8) 

= C(w) + 2mi7i + 2niy2 + 2rrjj^ . 

Schließlich haben wir für die Funktion p{u): 
(42) p{u + 2mcoi + into^ + 2r(o^ = p{u) . 



{-(- 



(41) { 



Einige Identitäten. — Additionstheoreme. — Yermehmng des 

Argumentes um halbe Perioden. 

115. Wir zitieren zunächst die fundamentale Formel 

Nr, 82, (20): 

/>iD\ / \ / \ a(tt + «) • ö(w — «) 
(43) p(tt) ^^{0)=- ^ ^-T^ — -^ — - . 

Der Ausdruck ^ 

^ ^ l +\p{u)-p{o)][p{a)-p(b)] 

müßte, wenn er überhaupt eine Funktion von u darstellte, 
eine dliptische Funktion zweiter Ordnung sein; denn er 
wird nur in den Punkten 

(45) u = mod(2 (o^ , 2 a>3) J 

und in diesen von zweiter Ordnung unendlich. Anderer- 
seits verschwindet aber der Ausdruck (44) für die drei 
Werte 

(46) ii = a, u^b j u = c ; 

sind zwei von diesen einander nach dem Modul (2 cü^ , 2 co^) 
kongruent, so erkennt man unmittelbar aus der Form 
von (44), daß der Ausdruck identisch verschwindet; sind 
aber alle drei Werte (46) inkongruent, so findet dasselbe 
statt, da eine elliptische Funktion zweiter Ordnung, welche 
mehr als zwei Nullpunkte im Periodenparallelogramm be- 
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atzt 9 identisch gleich 'Nvü sein mnJB; wir haben also 
nnter allen Umständen die Identität: 



(47) 



{ 



(48) 



[p{u) -p{a)] [p(6) - p(c)] + [p{u) -p(b)] [p{c) -p{a)] 
+ \p{u)-p{c)][p{a)-p{b)]^0, 

und, infolgedessen, anf Gmnd von (43): 

ö{u + a) ö{u — a) o{b + c)o(b — c) 
+ o{u + h) o{u — 6) o{o + a) o{c — a) 
. + a{u + c) o{u — c) a{a + 6) a{a — 6) = . 

Die in Kr. 82 anf gestellten Additionstheoreme lauteten: 

,49) «.+.)-n.) + tw + iÄ^, 

,50, „. + .)-.(.,-i^[Ä^], 



(51) p\u + a) = - 



S^ 



2 Sudi 



p'{u)-p\a) ] 
a [ p{u) — p{a) \ ' 



Wir können die zweite dieser Identitäten noch in eine 
andere Form bringen; zunächst führen wir die Differen- 
tiation aus: 



(52)p(ti+a) = p(t*)-^ 



2 p{u)-p{a)'^ 2 [!?(«) -p(a)P ' 



durch Vertauschung von u und a ergibt sich: 



(^3)p{u+a) = p(a)-- 



1 p» . lp'{a)\p'{a)-p\u)]^ 



+ 



2 p{a)-p{u) 2 \p{a)-p{u)Y ' 

wir addieren diese beiden Formeln und berücksichtigen, 
daß nach (22): 

(54) p» - p» = 6\p{u) + p{a)] \p{u) - Pia)] 
ist. So gelangen wir zu dem Eesultate: 



(55) p(u + a) + p{u) + p{a) = — 



p\u) - p'{a) 



2 



4 L p{u)-p{a) \ ' 

In den nachstehenden Formeln sollen die Indizes a, /8, y 
zur Bezeichnung der drei in irgendwelcher Eeihenfolge 



1 
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geschriebenen Zahlen 1, 2, 3 dienen, wodurch jeweils drei 
Formeln in eine einzige zusammengefaßt werden: 

(35 a) C(ö>«) = rjcc ; 

(28 a) p(ö>«) = c«; 

(27 a) P>«)=:0. 

Aus (22) und (25) erhält man den Ausdruck 

\ =•2(6«— e/j) (e« — Cy) . 

Die Identitäten (49) und (53) liefern die Besultate: 

1 p'iu) . 



(57) C(t^ + (Oa) = Uu) + t]a + 



2 p(w) — 6« ' 



(57 a) p{u + CO,) = Pico,) + ^ ^"^"^"^ 



2 p{^)—p{(Occ) ' 



(58) p(«+<»,)^e,+ ^^-gj;-^-^ 

Integriert man die Formel (57) und* bestimmt die Inte- 
grationskonstante durch die Spezialisierung u = , so er- 
hält man: 

0{U + C0a)y _8, 



(59) 



a( 



U)0{c0cc)\ '^^ ' 



Transiendenten dritter Gattung. 

116. Wir dürfen die Identität (49) nach u integrieren, 
vorausgesetzt, daß keiner der beiden kritischen Punkte 
u = und u^—a von dem Integrationsweg geschnitten 
wird; wir erhalten: 

u u 

c e 



(w)a(a) 
wenn 

(62) 9'(c,a) = log[^|^ 

L a(c) a(a) . 



- c f («) 
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gesetzt wird. Die Funktionell, zu denen wir so gelangen, 
sind nnendlich vieldeutig; die Werte der auftretenden 
Logarithmen sind nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 
27ii bestimmt und werden erst durch Angabe des Inte- 
grationsweges völlig determiniert. Daran hat man sich 
im folgenden stets zu erinnern. 

Bezeichnet man mit c eine Funktion von a, für 
welche q>{Cy a) identisch verschwindet, so ist: 



2J p(w)-p(a) 



o(u + a) 



uC{a) . 



.ö(i*)a(a). 
Integriert man aber von — t^ bis +i^, so ergibt sich: 



+u 



2J p(u)-p{a) 



,a(u — a). 



— 2 w C(a) . 



-14 



Da p{u) eine gerade Funktion ist, während p\u) und 
C{u) ungerade Funktionen sind, so folgt aus (49) die 
Identität: 

p{u) — p(a) 

deren beide Seiten für u = endlich bleiben , also von 
1^ = bis zu einer bestimmten oberen Grenze integriert 
werden dürfen; es ergibt sich: 

(66) - f ^ f>) ^ , d« = log h^ + ");'^-f ]-2«C(«), 
J p{u)-p{a) "[ a(u-a)a(a) \ 



(67) U-rP^.äu ^Uog 
2J p{u)-p{a) 2 



a{a — u) 
,o(a + «). 



+ uUa). 



In den durch (63) und (67) gegebenen Funktionen 
von u und a haben wir zwei in der Weierstraßschen 
Theorie gebräuchliche I^ormalformen der „Transzen- 
dente dritter Gattung^'*) vor uns; man nennt u das 

*) Vgl. Nr. 78. — Im zweiten Teile dieses Buches (Kap. III) 
werden wir die Begriffe „Transzendente zweiter Gattung^ und 
„Transzendente dritter Gattung^ tiefer erfassen können. 
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Argument, a den Parameter. Es sollen im folgenden 
die wichtigsten Eigenschaften der beiden Transzendenten 
dritter Gattung r r o- M 



(69) 



X(^y «)= 2"^^^ 



o{u + a] 



.o{u — a). 

angegeben werden, welche sich, mit Benutzung von uns 
bereits bekannten Eigenschaften der Funktion ^{u) , ohne 
weiteres auf die Integrale (63) und (67) übertragen. — 
Vertauschung von Argument und Parameter: 

(70) v'(«. «) = v(«. «); a:(«» ö) = z(». «)± -g-- 

Ferner haben wir die Identitäten: 



(71) 
(72) 

(73) 
(74) 

(75) 

(77) 
(78) 

(79) 



V(«. a) — y){-u, a) = 2x{u, a); x{—u, a) = —x{u, a); 

v(«. «) - v(«> — «) = ^xifli «); z(«. «) = -;i:(«t — «); 

V»(« + 2 a>« , a) = ipifi , a) + 2 )j« a , 

+ 2 to„) = y)(u , a) + 2t)aU, 

x{u + 2<o^, a) = ;u(«, a) + 2r}»a, 

X{u, o + 2a)„) = ;u(M, a) + 2tjaU, 



\y>{u,a 

{ 

lyj{0,a)^oo 
\ yj{u, 0) = cx> 



{cc = 1, 2, 3) 



(^ = 1, 2, 3) 



(76) 



;t(0, a) = ± 

<y«(«)" 



JTi 



Lö(a)J 



V(a>«, a) = iy«a + log 

Z(ö>«, a) = Vcc(i ; 
V^(% + ^2 j ^) — ^(^ j «) — V(^2 > <*) 
o{Ui + U2 + a)' o{Ui) • 0(1*2) • ^(*) 



= log 



- <^(% + ^2) • ^(^1 + <*) • ^(^2 + «) -I ' 
durch Anwendung der Formel (43) findet man nun 

' a(% + U2 + a)' ö(t*i) > 0(^2) ' <^(<^) 1^ 
. o(ui + 1*2) • ^(% + *) • ^(^2 + ^) - 

^ p(^i + a) — p(^2 +<^) ; 

b>(wi + t*2 + a) - p(a)] b>(Wi) — ^(^2)] ' 
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SO daß wir das Additionstheorem der Funktion tpiu, a) 
in folgender Form schreiben können: 

(80) { 1 , „r p{ui + a)-^p{u2 + a) 



-kH 



t3 \ 

W-pK)]/' 



[P(% + t*2 + «) — P(«)] bO 

woraus sich dnrch Vertanschung von Argument und Para- 
meter [vgl. Formel (70)] ein zweites Theorem ergibt: 

tp{u , «1 + «a) -- ip{u , «i) — tp{u , a^) 
o{u + «1 + «2) • ^ W • ^(%) • ^(^) 



(81). 



= log 



l=W 



a(w + Ol) • 0(1* + «2) ' ^(^1 + ^) - 



]• 



b>(w + «1 + «2) - pM] \pM - pM] 

Die entsprechenden Sätze für die Funktion ;^(i*, a) 
lassen sich entweder auf dieselbe Weise mit Hilfe der 
Formel (43) direkt gewinnen, oder, auf Grund des durch 
(71) gegebenen Zusammenhanges, aus den soeben auf- 
gestellten Additionstheoremen der Funktion 'ip{u, a) ab- 
leiten; es ergeben sich die Identitäten: 

Xi^^i + %,«)- ;t(%> «) - Xi^i j «) 

+ U2 + a) a(wi — a) oiu^ - 



(82) 



1- \o{u^ 



^1 

a)\ 



(% + «2 — a) a(Ui + a) ö(«j + «) 
* \[p(«i — a) — p(M8 — a)] [p («! + «« + <») — P («)]/' 



(83) 



= TT log 



1 , f[p(« 



;|r(ii, ai + a2)-x{^y «i)-;:{w» «2) 
o(w + «1 + «2) ^(^ ~~ ^) ^(^ ~" ^) 
a(w — «1 — «2) ^(^ + %) ^(^ + ^) • 
[p(i^ + ai) — p(w + a2)][p(w — tti- 



«2) - P W] 



Ol) — p(w — a2)]|>(w + «i + «2) — PW] 



}• 



Trigonometrische Produkte und Reihen tür die Funktion 

117. In den Formeln (82), (84), (101) der Nr. 70 haben 
wir die Funktion (^)H(w) auf drei verschiedene Arten durch 

Boehm, EUiptische Fanktionen I. lo 
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ein einfaches Produkt dargestellt ; daraus ergeben sich dann 
drei derartige Ausdrücke für die Funktion a{u) auf Qrund 
der Formel Nr. 68, (59). Setzen wir 

(84) g = /* «t , 

so erhalten wir aus jenen drei Formeln der INr. 70 die 
folgenden : 



(85) a(w,ö>i,a>3)=e***'* ^'Sm^r hm 



» = +•4 sin TT — (u—2no)^] 
/ 2ö>i 



n 



n 



« = -»»1 sm 



iiiii« 



(86) (7(tt,a>i,eü3) = c*^*- 



2 tt), . nu 
- — ^-sm-jr — 
jr 2ö>i 



n=:oo 



sin* 



TT'- 



2 0)1 
2a>i 



(— 2n<Ü3) 



n=l 



sm 



g ^ncog 



(87) o{ 



V Ö>, ^( i — -i — n=T 



Cüi 

TT»« 



»1 



)(l- 



^2»ga 



n=oo 



«2n\2 



^2ny 



Die Formeln (116), (117) der zitierten Nummer liefern 
uns alsdann folgende Reihenentwickelungen: 



nxu 



(88) o(«, (Ol, ö)j) = -^ e*"« • A-» . Vc-l)*-» g*(*-i)e^ " ' 2». ; 



(88 a) 



t= -c» 



Tri 



»71«« 



k- -00 



(89)- a(«,a,„a,,) = ^e*- . ^-».5'(-l)'-V('-^>8in^-^l^^ 



Jl 



1 = 1 

^ = 00 



(89 a) 






/ = 1 



2ö>i 



1?1«* 



(89 b) 



JT 



g2 0,1.^-1/4.^^-3 



r 1, . TTt^ ,, . 3jrw , „, . ÖJTW 

• g '* sm- g '* sm-p^ h g '* sm^r . . 

L 2 a>i 2 o>i 2 ö>i 



r 
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n—oo 



worin zur Abkürzung 

(90) A^^JJil-q'-) 

gesetzt ist. 

Trigonometrigehe Entwiekelung für die Funktion piu, a^it a>,). 

118. 



r2 



»s+OO 



(91) p{u,o>„co,)=-^ + ^^ V 






a>, 



[vgl. BTr. 58, (153)]. 



sm=7i 



a>i 



Diese unbedingt konvergierende Beihe liefert uns 
einen Ausdruck für die Größe 17^ . Es ist 



jr 



2 



jr 



2 



4ö>? . , jrw 1*2 ^ 12ö>J^ *^^^' 
sin* 



2(^1 



worin ))(t^) eine nach Potenzen von u^ fortschreitende 
reguläre Entwiekelung bezeichnet; daher 



n 



8 



^^ ' ^' •' 4ö>J . - Tri* 



Sin 



2. 



2ö>iJ 



TT 



2 



12 ö>? 



« = 



Setzen wir also in (91) t* = , so ergibt sich 



(92) 



'^^"2ö>J 6 '^2f ncoA' 
\ "=1 sin^TT 



Ö>i 



Den entsprechenden Ausdruck für tj^ erhält man durch 
Yertauschung der Größen co^ und co^ 



n=oo 



(93) 



^8 = 



n^ /l^V 



2(oA 6 ^^ . , na>i . 
\ »»=1 sin^TT 



(O^ 



18 
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Trigonometrische Beihe flu die Fanktion Hu, co^y <o,). 

119. 



C(u , ö>i , ö>,) = — h - — cot 



(94) 



a>i 



2 (Ol 2 (Ol 



^jk^ [cot 2^(«+2«a>,)+cot 2^(«-2na,,)J 
[vgl. Nr. 58, (155)] . 

Dieser DarsteUnng können wir hoch eine andere Form 
geben, wenn wir die unabhängige Variable u anf einen 
gewissen Bereich einschränken, dessen Orenzen wir unten 
an&tellen werden. 

Es ist 

cot(a — ß)± cot(a + ß) 
(95) \ ri + c-ac«-/^»- _ l + e+2(« + /»)< 

nun dürfen wir die Entwickelung ansetzen: 



sofern 



C-2(«-/?)<|<l; 



diese Bedingung ist erfüllt, wenn der imaginäre Teil der 
Differenz (x — ß negativ ist* Ebenso haben wir 

wenn der imaginäre Teil der Summe oi-\- ß positiv ist. 
Sind beide Bedingungen zugleich erfüllt, so gelten die 
beiden folgenden Beihenentwickelungen: 



(96) 



(97) 



l + e-2(«-/?)i 



oo 



A=l 
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(98) 



oo 



cot(a — /?) + cot{oc + ß) = 2 f>;e2*/?i[e-2Ä«t_^2»«i] 



oo 



=-4y'e2*/?»sin2Äa; 



A^l 



oo 



(99) cot(a - /8) - cot(« + /?) = 2 i + 4 iXe^^ß* oos2 ä a . 

Ehe wir die erste dieser Formeln auf (94) anwenden^ 
wollen wir noch einige andere Entwickelangen aufstellen, 
welche sich hier mühelos ergeben und uns später von 
Nutzen sein werden. Da die Gültigkeit unserer Formeln 
nur von der Beschaffenheit der imaginären Teile von (x 
und ß abhängt, dürfen wir in ihnen die Größe (x um den 

reellen Zuwachs -^ vermehren, wodurch die Kotangenten 

in Tangenten mit negativem Vorzeichen übergehen; wir 
erhalten: 



oo 



00) tan(« - )8) + tan(« + ß) = -4 y'(- 1)» e«*"« sin2 h « ; 



oo 



Dl) tan(Ä-/8)-tan(a + )8) = -2t-4iT(-l)*e2*^<cos2Äa; 

durch additive Verknüpfung dieser vier Formeln erhalten 
wir weitere Entwickelungen trigonometrischer Ausdrücke, 
von welchen wir zu späterem Gebrauch die drei nach- 
stehenden mitteilen: 

cot(a — ß) + cot(a + ß) + tan(a — ß) + tan(a + ß) 
= 8T'e(**-2)/?*siii(4Ä -2) oc ; 

cot(a — /?) — cot(a + ß) + tan(a — ß) — tan(« + ß) 



(102) 



(103) 



A=:00 



8 i y" e(*» - «)"< cos(4 Ä - 2) « ; 



(104) 



cot(a — ß) — cot(« + ß) — tan(« — ß) + tan(« + ß) 

A=oo 

= 4 1 + 8 1 y* e*»"* C084 Ä « . 



1 
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Alle diese Entwickelungen gelten unter denselben 
Bedingungen: Der Koeffizient von i in den beiden Größen 
ß — (X und ß + (X muß positiv sein. 

Setzen wir nun 

nu ^ . , . . ,^ CO 



• ^. // 



(105) a = a' + i a 



2a>i 



; ß = n 7t{a)' + i co'^ = nji 



3 



a>i 



so geht die Formel (94) nach (98) über in: 

(106) f (W , ö>i , eOg) = -^ + 77— COt^T— + 



CO^ 



2wi 2oDi 




5**** sin TT 



hfi 



O), 



damit diese Entwickelung Gültigkeit besitze, muß der 
Koeffizient von i in den beiden Größen 



(107) 



a>3 u 

(Ol l(Oi 



n 



(O 



8 



a>i 



+ 



t^ 



2ö>i 



für jedes n positiv sein; da wir nun stets annehmen, 
daß (o'\ der imaginäre Bestandteil des Periodenverhält- 



(O 



8 



nisses — ^, positiv ist, so läßt sich die Bedingung offen- 



(O 



bar so aussprechen: ^ 

Der Koeffizient von i in der komplexen Größe 



2ö>i 



muß dem absoluten Betrage nach kleiner sein als der 



CO« 



(stets positive) Koeffizient von i in der Größe — ^; d. h. 



es muß ^1 

(108) W\<w" 

sein. 

Wir dürfen die in (106) auftretende Doppelsumme 
umordnen, indem wir die Beihenfolge der Summation 
vertauschen, sofern die hierdurch entstehende Beihe 

A = oo 



(109) 



As=oo n=oo 



hu __ V^ g^* 



sm^r 



hu 



CDi 



unbedingt konvergiert; nun ist 

*=oo n=oo 

(110) 2" 2 1«'"" 

Ä=l n=l 



sm77 



hu 



a>i 



A=r 



oo 



2t^ 

Ä=l 



2A 



12* 



Sin 77 



hu 



CÜ1 
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der Koeffizient zweier aufeinanderfolgender Glieder der 
zuletzt angeschriebenen einfachen Beihe ist: 



11) 



ffl' 



1 UI2Ä + 2 



ß2(Ä + l)ai _ g-2(Ä+l)«» 



^l«|2 



= « 



1-k 



2h 



2A + 2 



I .y?^ 



l+4|«"|+e-**l«"l-*l«"l-2co84(Ä + l)a' 



und strebt daher für h = oo dem folgenden Grenzwerte zu: 

(112) |g|«- c^K'l = 6*(l«"l -''«'") ; 

diese Exponentialgröße aber ist unter der oben gemachten 
Annahme (108) kleiner als 1, und es ist somit die Kon- 
vergenz der Beihe (110), folglich auch die unbedingte 
Konvergenz der Beihe (109) bewiesen. 

Nun sind wir berechtigt, die angedeutete Umordnung 
der Doppeh*eihe (106) wirklich vorzunehmen, und finden 
so die nachstehende Darstellung 

113) f («,«,„ a,,) = ^ + 2^oot2^ + -2 YH^sm.- 



J 



deren Gültigkeitsbereich durch die bereits angegebenen Be- 
dingungen vollständig bestimmt ist. 

Wir kommen nun auf diese Bedingungen noch ein- 
mal zurück und setzen in dieser Absicht 

(114) u = u'+iu'% a>i =» cüi + icoi', coj = a>3 + icoa' ; 

dann können wir die Ungleichung (108) in folgende Form 
setzen: 

(115) I coiu''" (oi'u' I < 2(a>i'co^' - col^ioS); 



die rechte Seite ist auf Grund der über das Perioden- 
verhältnis — ^ gemachten Annahme stets positiv. Dieser 

(Ol 

Form der Ungleichung entnehmen wir nun eine einfache 
geometrische Bedeutung. Bepräsentieren wir nämlich die 
drei komplexen Größen u, a>i, cog durch drei Punkte in 
der Gaufischen Zahlenebene, so ist die Länge h des Perpen- 
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dikels, weloheB von dem Punkte co, auf die Verbindungs- 
linie der Punkte und co^ gefallt wird, gleich 



(116) 



%» 



coicoi 



COiCOi 



yö>f ^ + <* 



während das von dem Punkte u auf dieselbe Linie ge- 
fällte Perpendikel p die Länge 



(117) 



COiU'' — COiU' 



icoi^ + coi'^ 



hat. Die Ungleichung (115) erfordert, daß 
(118) p <2h 

sei, daß also u in einem Flächengebiet liege, dessen Be- 
grenzung von zwei zu der Sichtung der Periode 2(o^ 
parallelen unendlich verlängerten Geraden gebildet wird, 
von denen die eine durch den Punkt 2(o^, die andere 
durch den Punkt -— 2a>3 geht. Die Breite dieses Parallel- 
streifens, auf welchen die Gültigkeit der Entwickelung (113) 
eingeschränkt bleibt, ist also doppelt so groß als die 
Breite eines mit der Größe 2co^ als Modul konstruierten 
Kongruenzenstreifens. 



Trigonometrische Bdhe für die Transzendente 
dritter Gattung xiu, a) • 

120. Wir schließen an dieser Stelle sogleich die Ab- 
leitung einer trigonometrischen Entwickelung für die Tran- 
szendente dritter Gattung an. Aus (87) erhalten wir: 

. vi, ra(w + a)l ri^ua , 1 , 



(119) 



+ 



. tt + a 

n% 

g2ng «1 



i"^{log(l- 

n = l ^ 

— logll— g*"c''* 



+ logll— g**c 



« - a 
OH 



— lOgll — g*"C 



Sin 77 


2 


0>1 


sin 77 


» • 


— a 


2 


«Ol J 


. « + « 

-n\ 

«1 




-ni^ 


- a 


1) 



O»! 



!N^un lassen sich für die Tier Logarithmen unter der 
Summe Potenzreihenent¥rickelungen aufstellen, welche wir 
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folgendermaßen in eine einzige Formel zusammenfassen 
können: • 



±ni 



, u±a 



(120) logll-3«"e '^ 



A = l 



damit diese Eeihen konvergieren, ist erforderlich, daß 



(121) 



a""e 



±^i 



. «±a 



«8fi ^ o>i 



'(^ 



Ä» 2n — -± 



) 



<1 



sei; d. h. die beiden Größen u + a und u — a müssen 
innerhalb des Bereiches liegen, auf welchen in der vor- 
hergehenden ISTummer die Variable u eingeschränkt wer- 
den mußte, wenn die Entwickelung (106) Gültigkeit haben 
sollte. 

Unter dieser Voraussetzung dürfen wir also schreiben : 



(122) 



tjiua 1 



smj7 



2a>i 



smjT 



u 



a 



2ö>i 



n=oo h=oo ^ T X 

! > > — a smjr smjr 

n=l A=l 1 1 



Genau wie in dem früheren Falle finden wir, daß 
diese Doppelreihe unbedingt konvergiert, daß wir also die 
Summation in beliebiger Ordnung ausführen dürfen. Somit 
ergibt sich das Eesultat: 

u + a 



(123) 



tjiua 1 



smjT 



2ö>i 



sm^r 



u — a 

2o>i J 



A=oo , 



,2 h 



+ 2 > -r- -T-^^ — =T-smjr smjT 



A=l 



Die Funktionen o^{u), ^tMf ^tM • 

121* Obwohl die elliptische Funktion dritter Art a{u) 
in Verbindung mit der Exponentialfunktion vollkommen 
ausreicht zur Darstellung aller anderen elliptischen Funk- 
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tionen erster, zweiter und dritter Art, so ist es doch für 
viele Zwecke vorteilhaft, neben »ihr noch andere ganze 
elliptische Funktionen zweiter Art mit einer einzigen !N'iill- 
stelle im Periodenparallelogramm zu benutzen. Wir defi- 
nieren drei Funktionen: 

(124) Oi(w, a>i cüg) , o^iUj a>i, 0)3) , 03(1*, a>i, cog) 

oder auch kurz: 

(124a) öi(w), a^iu), a^(u) , 

deren Nullstellen in den Punkten 

(125) t* = tt>i , u '^ (O2 = —(Ol — 0)3 , w =* 0)3 

gelegen sein sollen, d. h. 

(126) Oi((Oi) = , a^ (ö>2) = , 03 (0)3) = . 

Nach unseren allgemeinen Sätzen (Nr. 95) können 
sich diese Funktionen nur durch Exponentialfaktoren von 
den drei Funktionen 

(127) ö{u — (Ol) , o{u — CD2) , o{u — 0)3) 

unterscheiden; es sollen nun diese Exponentialfaktoren 
in der Weise bestimmt werden, daß 

.Va» g(^ — Q>a) _ , ^-fj^u 0(t^ + (Og) 



(a = l, 2, 3) . 

Alle drei Funktionen sind, wie man sieht, gerade 
Funktionen : 

(129) Oa{-u) = o^{u) ; 
es ist ferner 

(129a) a^(Ö) = 1 . 

Auf Grund von (10), (35a) und (128) haben wir die 
Identitäten: 

(130) o«(A w , A a>i , A CÜ3) = Occ{u , (Ol , 0)3) , (ä = 1, 2, 3) 

d. h. die drei Funktionen Oa(u, coi, CO3) sind homogene 
Funktionen vom Grade Null. 

Die Entwickelung der Funktion aa(t*) nach Potenzen 
"on u erhält man aus der Definitionsgleichung: 



r 



(131) 



o«(«) 
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^l-,.« + ^j _ + __ + . ..j. 



2! 3! 

o'(ö)«) « , o"(«»«) 



•(l + ^7^T+ / \ 

\ ö(0)«) 1 o(o)„) 



2! ^•••r 



Nun ergeben sich auf Grund von (6), (28), (35) die 
Werte 



(132) 



o(ö>«) 
a"(a>«) 

a">a) 
ö(cü«) 

(ö>«) 



- ^« - «« J 



-vi 



^Va^ay 



.//// 



'7S-6i?»e«-3e« + 



92 



und hiernach die eisten Glieder der gesachten Beihe: 

(133) o^{u) = l^^u^ + ±(g,^6el)u^+ ... 

Aus (128) erhalten wir auf Grund von (2), (9) unid (37) 
eine Anzahl von identischen Beziehungen zwischen den 
Werten, welche die Funktionen o{u)y Oi{u)y 02{u)j o^{u) 
annehmen , wenn das Argument gleich einer halben 
Periode wird. Zunächst ist 

(134) „.(«,,) »-c-'."/»^; 

bilden wir nach dieser Formel die Ausdrücke oß((Oa)y <yy(o>«) 
und multiplizieren beide, so erhalten wir: 

(135) a^(co«).ö,(a>«) = «^«"«; 

in ähnlicher Weise kommen wir zu dem Eesultat: 

Oa{(Oß) ' OflicOy) ^ ^Vß<»a " «7««/? + Vy<Oß - Vß<Oy g(Q>y) . 

Oß((ol)'Oy{(Oß) o(a>«) ' 



da nun 



71 



riy (Oß — riß (Oy = TißCOa — rja^ß'^± 2" * 



(140) 



1 
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ist, so geht die letzte Formel über in 

(136) <^(t{(Oß)'Oß((Or) ^ ___ <^(Q>r) 

Oß{(Oa) ' Oy{(Dß) 0{(0a) ' 

und es ergibt sich ans (134) 

(137) e'«"/' T^^-T T^T^- 

Aus der Definitionsgleichung (128) leiten wir nan., 
zum Teil mit Benutzung der Formeln (134) bis (137), die 
Gleichungen ab, welche zeigen, wie sich die Funktionen 
Oi(u)^ o^(u)^ o^(u) verhalten, wenn ihr Argument um eine 
ganze oder eine halbe Periode vermehrt wird, nämlich 

(138) 1 "'^^'^ + ^"^"^ ^ -e'-^^'^'^^oM ; 
1 Oß(u + 2coa) = +e'^-^''^''^Oß{u) ; 

i Oa{u + 2m(Oa + 2n(Oß'\-2r(ß}y) = (— l)nr + r« + inn+m 

— a(ö>«) a(a>«) 

I a^(t* ± a>«) = --e=^^«%-'/^-«-^a,(ti) = +e*^«%^(a>«)a,(t*) . 

Aus (59) erhält man für die Funktion p{u) den drei- 
fachen Ausdruck 

(141) p(«)_e,-_A^, 

welcher unmittelbar zu den beiden Formeln führt: 

(142) a«(w)2 - a^(w)2 = {eß - c«) • o{uY , 

(143) (ey — eß) Oa(uY + (e« — Cy) Oß{uY + (e^? — ««) ay(w)2 = , 

während er in Verbindung mit (21) die Beziehung liefert: 

(144) . o{uY • p\uY = 4 ai(w)2 • o^ {u)^ • a, {uf . 

Die Quadratwurzeln 

(145) yp(«)-««=±-^ 



Nr. 121. Die Punktionen Oi(u), ag(u), a,(t*). 285 

sind eindeutige, aber nnr einfach periodische Funktionen. 

(146) y^^r^ = ±^ = Te-<'-"/'-^^^; 

— a(a)ß) a{(Oa)a{(Oß) 

(147) y^;:^ = ±^-.Te-v.°'« /(^r) 

— a(ö>«) o((Oß)a{p}c) 

Werden in den Formeln (14ß) und (147) die Quadrat- 
wurzeln so bestimmt, daß auf der rechten Seite in beiden 
Formeln dasselbe Vorzeichen auftritt, so ist der Quotient 



(148) "' ^^ = e^*'«*"/^ " V*"öJ 

ieß — Ca 

gleich +i oder gleich —i, je nachdem der Exponent 
V<x<^ß — Vß^ei gleich +-5- oder gleich — — ist; da nun, 

nach der über das Periodenverhältnis — ^ gemachten An- 
nähme, die Eelation (38) besteht, so ist: 



(149) y ^1 - ^8 _ Y^^ ^ IglZl^ ^^.. 

y^z — «1 y^i — «2 y «2 — «3 

ferner erhält man 

(150) Ve« — e^j • y 6« — ey = y«/? — «« • y «y — 6« , 

denn es ist stets 

Man überzeugt sich durch eine einfache Eechnung 
auf Grund von (39) xmd (134), daß die Funktion a(2w), 
als Funktion von u betrachtet, denselben Funktional- 
gleichungen genügt, wie das Produkt 

(151) o{u) • ai{u) • 02 {u) • Ö3 (u) ; 

die Funktion a{2u) verschwindet ferner für diejenigen 
Werte von u, welche der Kongruenz genügen: 

(152) 2u = mod (2 cüj , 2 co^) ; 
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d. h. für die Werte 

Iu^O mod(2 o>i , 2 coj) ; u^ cd^ mod(2 ce>i , 2 cwg) ; 
w ^ ö)i + ö>8 ^ ö>2 mod(2 a>i , 2 co^) ; 
w ^ ö>3 mod(2 ö>i , 2 0)3) ; 

dies sind aber gerade die !N^iillstellen des Produktes (151); 
daher muß der Quotient 

a{u) ' o^ju) * o^ju) ' a^(u) 
^ a{2u) 

eine Konstante sein, und da er für u = den Wert ^ 
annimmt, so ist identisch für jedes u: 

(155) a(2 u) = 2 o{u) • Oi{u) • a^ (w) • ag (w) = — p'(w) • ö(w)* ; 

die durch das zweite Gleichheitszeichen dieser Formel auf- 
gestellte Identität folgt bis auf das Vorzeichen aus (144). 
Das Vorzeichen aber ergibt sich, wenn man beide Seiten der 
OleiclTung (155) durch u dividiert und hierauf t^ = setzt. 
Aus (43) folgt mit Benutzung von (141): 

(156) o{u + «) • o{u — a) = a<x(a)^ • o(u)^ —- aa{u)^ • o{a)^ ; 

berechnen wir nun auf Orund der Definitionsgleichung (128) 
das Produkt aa(w + a) • a«(i^ — a) , und machen zugleich 
von der Formel (156) Gebrauch, so erhalten wir die 
Identität 

-2« u a^(u + a) » aa{u — a) 

welche nach (128) und (140) die folgende Gestalt annimmt: 

IOa{u + a) ' Oa{u — a) 
« a«(w)2 . a«(a)2 - -^ — 'J^ . a(w)« • a{a)^ . 

!N'un kann man nach (141) noch setzen: 



Oy {(Oa) 



2 



(159) J^^Jg = P(^«) - «y = «« - «y , 
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und erhält somit 

(157b) I ^*^^ "^ ^^ ' *^*^^ "" ^^ 

1 = öa(tt)2 . a«(a)« — (e« — c^) (e« — ey)o{u)^ • (;(a)2 ; 

diese Formel wiederum kann mit Benutzung von (142) 
folgendermaßen geschrieben werden: 

= Oa{u)^ • o^(a)* — {ecc — eß) • (jy(w)2 . a{aY . 

Ersetzt man in der Identität (48) die Größen: 

u j a , h j c 
einmal durch: 

^ + -y- > ^ + "2~ ' ~2~ ' ^'^ + "2~ ' 
ein zweites Mal durch 

■ 

so erhält man durch eine einfache Eechnung die beiden 
Belationen: 



(160) I ^*^^"^^^ ' (y(w— a) = a«(w) • a(w) • ö^(a).ay(a) 
l — Oa{a) • a(a) • aß(u) • ay(K 





[u) 
und: 

öa(w+a) • a^(tt--a) = aa(w) • a/?(w) • Oet(a) • a^(a) 



(161a) 



<y/?(a>«) 



12 



-^^ — r^ • o(u) • av(w) • a(a) • a« (a) , 

deren letzte auch in die Form gesetzt werden kann: 
ri61b) I ^*(^"^*) ' Oß{u—a) = a«(w) • <j^(w) • a«(a) • aß{a) 

\ + («/? — ««) «^ W • ^y W • <^ W • <^y W • 

Die Formeln (156), (157), (160), (161) werden als 
Additionstheoreme der Funktionen o{u) , Oi{u), o^iu), 
o^(u) bezeichnet. 



(163) 



9 
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Die Transzendenten zweiter Gattung ^(ti)» ^(u), iiiu)» 

122. Die logarithmischen Ableitangen der drei Funk- 
tionen ai{u)j 02{u)^ o^{u) bezeichnen wir mit Ci{u), ^2(^)9 
CsCti); ans (128) erhalten wir dann die Beziehungen 

(162) Ca{u) = C{u±coa) + Vc.j (^ = 1 , 2, 3) 

aus welchen unmittelbar folgt, daß 

—u) = C(— w — o>« + 2 ö>«) — ria 

+ COa) — lyj = — C«(W) , 

d. h. daß die drei neuen Funktionen Ca(^) ungerade Funk- 
tionen ihres Argumentes sind. Aus (11) und (35 a) ent- 
nehmen wir, daß: 

(163a) Ca(Aw, Aa>i, Xco^) = -i-^*Ca(tt, a>i, cüj) . 

Bei Vermehrung des Argumentes um ganze oder halbe 
Perioden ändern sich die Funktionswerte entsprechend den 
Gleichungen: 

(164) \ 



l =-[C(ti 



(165) 



{ 



C«(w + o)«) = f(w) + i7«; 

Ca{n±COß) =^y{u)±fjß. 



Nach der Definition der C- Funktionen ist ferner: 



(166) 



( Uu 



)-C/r(t*) = 



Uu) - C(t*) = 




du 



[ o{u) . ' 



Aus dem Additionstheorem (49) der Funktion C(^) können 
wir nun auch ein solches für die Funktionen Ca(^) herleiten. 

Ca{u + a) = C{u + a — a)a) + 17« = C{(u + coß) + {a + cOy)) + «7« 

=[f(«+«>,)-i?,]+[C(a+«>.)-.?.]+2|^5z:^(^; 

(167) u«+«)=f/>w+M«)+2 ;;^+^g_;;^ j ; 

C«(t* + a) — C«(w) — C«(a) 



(168) 



^ 1 



g/g(^) 
.<y«(^). 



+ ^-log ^' 



+ 



1 p\u+(Oß)'-p\a+(Oy) 



da [oot(a)\ 2p{u+coß)'-p{a + (Oy)* 
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Die TransKendenten dritter Gattung xAu, a) , Xtiu, a), Xziu, c^. 

123. Durch Integration der Identität (168) nach u 
erhalten wir, ähnlich wie in Nr. 116, wieder gewisse 
I^ormaJformen von Transzendenten dritter Gattung. Wenn 
zwischen den Grenzen —u und +u integriert wird, so 
ergibt sich eine Transzendente, deren wesentlicher Bestand- 
teil die unendlich vieldeutige Funktion • * 



(169) 



, . 1- \Oa{u + a) 



ist; ihre wichtigsten Eigenschaften sind in den nach- 
stehenden Formeln enthalten: 



(170) 
(171) 

(172) 

(173) 
(174) 
(175) 



\ Xa{u 



Xa{Uy a) = xAa, w); 

Xa{u, a) = — ;i:«(-w, a) = —xa{u, -a) ; 
+ 2 ö>« , a) = xA^ ) a) + 2 iy« a ; 
+ 2(Oßj a) = ;i:«(w, a) + 2tjßa ; 



^76) 



==^2^^^ 



+ 2(Oß) ^Xai'i^j a) + 2rißU ; 
;f«(0,a) = ;t,(w,0)«0-, 

Xa{ui + u^, a)- ;|r«(t*i , a) - xAu^ , a) 

.Occ{ui + Wg — a) • aa(Wi + a) • ö«(t*2 + a) . 

^^{'^i + ^ — «) ö^(a) 



([ 



= -log 



1 — («« — «/?) («« — ey) 



<^«(Wi + ^8--a)ö2(a)J 



r ö^ 

l-(e« — 6^)(e«-ey)-2 
[l-(e.-e,)(e«-e,)|^±^| 
1- (e« - eß) (e« - ey)-^^-^^ -J--^ ^ 



ö2(tij + ^2 + ^) ^^(^) 

(Wi + ^ + a)aj(a). 
o^(Wi + a) o^{u2 + a)' 



V L 



Boehm, ElliptiBche Funktionen I. 



o^«(%-a) ö*(w2~a)J J 
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Die zuletzt gegebene Umformung der Funktion unter 
dem Logarithmus stützt sich auf die Identität (157 a), 
welche wir so schreiben können: 



Oa{u)^ ' Occ{a)^ 



Oa{u)^ a«(a)2 



Trigonometrisehe*Produkte und Reihen für die Funktionen a^iü) • 

124. Ersetzt man in Formel (32) die Konstante a 
durch (Oaj so erhält man infolge von (128) sofort: 



(177) a,(u)^e 






Darstellungen als einstrahlige trigonometrische Pro- 
dukte ergeben sich für die Funktionen o^ (u) , a^ (u) , a, (u) 
aus der Formel (87). 

Zunächst ist 



(178) 



/ V ,,<^(W + 0>l) T— 

a(ö)i) 



(niu niu\ 



77( 



1 + g^n e 



+ g2« ß o>i 



2 



oo 



77(1 + «*-)* 



n=l 



Für 02 (ie) erhält man mit Benutzung der Identitäten (2) 
und (38) sehr leicht folgenden Ausdruck: 



oo 



a((o^) ^ (1 + «) 



/^U + g 



oo 



77(1 + ««"+») (1 + 3«-') 



n = l 



um diesen für die Umsetzung in die trigonometrische 
Form tauglich zu machen, zerlegen wir die Produkte in 
Zähler und Nenner und schreiben 
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n=l n=l 



oo oo 



(1 + 2) -77(1 + «*"""') =77(1 + «««-1) ; 



n=l n=l 



nun fügen wir die getrennten Bestandteile wieder zu- 
sammen und erhalten 



(179) a^{u) = e''^'^ 



oo / 7tiu \ I jf%u \ 

fj[l + g2«-i c~ «^ / ll + g««-i e «1 / 



JJ{l + q^n-l)2 
n=l 



die Berechtigung des angewandten Verfahrens beruht auf 
dem, was in Nr. 70 über die Natur der Produkte von 
der Form (92) festgestellt werden konnte. 

Auf dieselbe Weise gelangen wir zu dem Ausdruck: 



(180) a3(w) = c*«^ 



oo / jritt \ / niu\ 

.-TZr n=l 



n = l 



Die drei Formeln (178), (179) und (180) sind der 

Darstellung der Funktion o(u) analog, welche durch (87) 

gegeben ist. Wir brauchen nur die Exponentialgrößen 

durch trigonometrische Ausdrücke zu ersetzen, um zu 

drei Formeln zu gelangen, welche das Gegenstück zu (86) 

bilden, nämlich: 

( . g nu 

« u> n=oo I sm^-TT — 



(181) ai(w) = c2-t.coS:P^.jy 



1 — 



^ »=1 COS^^TT ? ' 



■ 

t^^u* n=:oo I Sm 



2. 



0>j 

nu 



(182) oM = e-..JJ 1 ^-2^^ , , 

« = 1 I COS^JT 

2 COi 
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(183) a,(u) = e'«'^.JJjl 



sin 



8. 



TtU 



«=1 



sin^ji 



2 n — 1 o> 



8 



a>i 



Aus den Formeln (88) lassen sich für unsere Funk- 
tionen folgende absolut konvergente zweistrahlige Eeihen 
gewinnen: 

(184) ai(w) = |e«"'*.A-*.-B-2.g-*/*.^ g<*-4)-e "^«o,,^ 



k — -oo 



(185) a2(tt) = e«"'^-A-i.O-«.^ fl**e «»^ , 



•71«* 



t = -00 



9C%U 



(186) o,(«) = e«'^.-A-^.D-*-^ (-l)*«**« "' , 



k s -00 



worin zur Abkürzung mit J. , £ , C , D die folgenden 
Konstanten bezeichnet sind: 



(187) 



MbOO 



MsOO 



^=/7(l-g»»); 5=77(1 + 2»»); 

n=T n=l 






n=l 
hboo 



(l + g«-»); D =77(1 -2«-'). 



n:=l 



Die zuletzt aufgestellten Entwickelungen gehen durch 
Zusammenfassung je zweier geeigneter Olieder zu einem 
einzigen Qliede in die nachstehenden trigonometrischen 
Beihen über: 

tyi<t« i = <» {21- 1)« 

(188) ai(w) = e2c»,.^-i.^-2.^-iu2g * cos(2Z-l); 



JIU 



1^1 



2(ü/ 



171 tt« ( l-oo \ 

(189) a2(w) = 2e2^*-^-i.0-2|l+2«''^^^^^^f ' 



1/1 u« 



(190) a8(w) = 2e2«i.A-i.i>-2. 



2=00 






TtU 



Es soll nun noch eine interessante Beziehung zwischen 
den Konstanten B ^ C , D hergeleitet werden. Da die 
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Produkte (187) sämtlich konvergieren [vgl. wieder Nr. 70, 
(92)], go haben wir 



n^oo 



flssOO 



(191) 



(192) 



^ --ö =/f (1 - «*"■')(! - «*") =7J(i - «") 



flaOO 



MsOO 



B.O =77(1 + 3»"-i)(l + 4»") =77(1 + 5") 



flsoo 



n=oo 



(193) ^.B.o.i)=77(i-^fl") (!+«") =77(1-«*")-^ 

and folglich 

(194) B-0-jD = 1. 



(195) 



Trigonometrisehe Reihen für die Funktionen Sa(ti) • 
125. Nach (162) haben wir zunächst: 

Cx(«) = C(« + ö)0-»/i-4 2^*»"2^ 



a>. 



2 



— ^ <tanjr 



— -^TT ^ + tanjr 

2a>i 



t* — 2 n ö> 



- 2 n ö>8 ) 



Ferner: 

f f2 W = C{U — Cüg) + 1^2 = C(t* + 0)1 + Ö>8) — »/i — «73 



(196) 



coi (Ol 2 (Ol 



tanjT ' 



2ö>i 



^ XI L w+(2n+l)o)8 . ^ u—i2n—l)(oA 

TT—y <tanjr o ' +tanyr ^r ^-^J. 

2a>i^ \ 2(Oi 2(Oi ) 



Wenn wir für die rechte Seite schreiben: 



(197) - 



Vi Q>8 — ^8 Q>i [ ^1^ 



COt 



a>, 



flsOO 



ül 



XTT L w+(2n— l)coo . ^ u 
> jtan^r ^^^ ^— ^+tan7r- 



-(2n-l)a)3 



71 r 

■^r — lim tauTi 
2 ö)i «=oo L 



2ö>i 

«^ + (2 n + 1) coj 
2Ö>i^ 



2ö>i 



} 
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SO haben wir die für die Summierung der unendlichen Beihe 
gegebene Vorschrift offenbar nicht verletzt. Nun ist 



(198) ^^, « + (2n + l)a^^_. 



CO, 



. (2n + l)^t ^ 

c^~»e «1—1 

. (2n + l)^t 



und da, nach Annahme, der Quotient — ^ einen positiven 

(Ol 

imaginären Bestandteil hat, so ist 



(199) 
und also 
(200) 



lim 

n=oo 



9 tOi 



lim 



tauji 



w 4- (2 w + 1) a>3 



COi 



1-'^ . 



machen wir nun noch von (38) Gebrauch, so ergibt sich 
zum Schluß die Entwickelung: 



n=oo 



/r./^^x y / X ^1^ ^ y^L t*+(2n— l)o>3 , , u—{2n—l)€o 
(201) C.(«)-^-^2,{tan. \^^ '' + tan. 2^— 



'} 



und hieraus, nach (165): 



(202) 



C8(«) = f2(« + Ö>l) — »?l = 



+ 



n=oo 



^ 'M+(2n— l)a>o , 

COt^r ^-^r —^ + COtJT 

2 (Ol 



(Ol 

w— (2n— l)a>3 



2 (Ol 



\ 



Die drei Formeln (195), (201), 202) lassen sich auch 
aus (181), (182), (183) durch logarithmische Differentiation 
ableiten; dieses Verfahren erfordert natürlich zu seiner 
Eechtfertigung, daß für die entstehenden Eeihen der 
Konvergenzbeweis besonders geführt wird, während wir 
uns auf die bereits bekannte absolute Konvergenz der 
Eeihe (94) stützen durften. 

Wie wir aus der Eeihe (94) die, nur unter beschränk- 
teren Bedingungen konvergierende, Eeihe (113) her- 
leiteten, so können wir auch aus (195), (201), (202) die 
entsprechenden Entwickelungen für fi(t*), f2Wj ^sW ^^' 
halten; unter der sogleich zu diskutierenden Voraussetzung, 
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daß wir die Formeln (98) und (100) der Nr. 119 anwenden 
dürfen, erhalten wir 

f,(„) = ^ + 1^ V(_i)*_«L_8inÄilü , 

Der Gültigkeitsbereich der ersten dieser Entwickelungen 
ist offenbar derselbe wie der für die Eeihe (113) gefundene; 
damit die zweite und dritte Entwickelung Gültigkeit haben, 
ist zu fordern, daß der Koeffizient von i in den beiden 
Großen 

2n — 1 a>3 u cüg m + cog 

2 (Ol 2 o>i (Ol 2 fl)i ' 

2n 1 Cüg U (Oq U Cüg 

[- — — = n 1 ■ 

2 (Ol 2 (Ol (Ol 2 (Ol 

für jedes n positiv sei; die Größen u + w^ und u — coi 
unterliegen daher den Bedingungen, welche oben für u 
selbst gefordert werden. 

Daraus schließt man leicht, daß die Variable u inner- 
halb eines Streifens liegen muß, dessen Begrenzung ge- 
bildet wird von zwei unendlichen Geraden, welche, parallel 
zu der Eichtung von (Oi , durch die Punkte +ö>3 und 
—coq gezogen sind. Die Breite dieses Streifens ist halb 
so groß als die des Streifens, in welchem die Entwicke- 
lungen (113) und (203) gelten. 

Ersetzt man u durch u + (0i, so gehen die Entwicke- 
lungen (113) und (203) ineinander über; ebenso die Ent- 
wickelungen (204) und (205). Wird aber u + (o^ für u 
gesetzt, so ergeben sich aus (113), (203), (204), (205) neue 
Eeihen für ^^{u), ^2(^)5 fi(^)> t{u); diese schreiten fort 
nach trigonometrischen Funktionen, deren Argumente 
ganzzahlige Vielfache von u + (o^ sind. Die Breite und 
Lage der Streifen, in welchen sie konvergieren, läßt sich 
unmittelbar erkennen. 
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Trigonometrische Reihen für die Transiendenten dritter 

Gattung Xot (u, a) , 

126. Die trigonometrischen Entwickelnngen für die 
Transzendenten dritter Gattung ;^i(ii, a), Xii'^y ^)9 Xzi'^i ^) 
ergeben sich ans (178), (179), (180) auf dieselbe Weise, 
wie wir in Nr. 120 die entsprechende Entwickelnng für 
xiuj a) erhalten haben. Es gilt die Formel 

u+a 



(206) 



/ X 1 1 \oi{u+a) 



h 17 log 

ö>i 2 



COSJT 



CDi 



COS TT 



u—a 

CDi J 



>2A 



A=l 



.8* 



hu . ha 
Sinn sin^ 



Ö>i 



Ö>i 



in demselben Bereiche wie (123); dagegen ist der Parallel- 
streifen, auf welchen die Größen u + a und u — a ein- 
zuschränken sind, nur halb so breit für die beiden nach- 
stehenden Entwickelnngen: 



(207) 



X2{^, a)= 2^1og 



Oi{u + a) 



ag (u — a). 
rjyua ^r?(— 1)* 



a>i 



(208) 



Xs,{u, a) = ~log 
__riy^ua 



-2^ 

h=l 

' osju + a) 
[o^(u — a). 

h = oo 



9* 



h 



«" 



hu . ha 
suiTi sinjr 



CD, 



a>, 



«^ » 1-2'^ 



hu . ^a 
smjr siUTT 



G>i 



Ö>i 



Zwölftes Kapitel. 
Die Jacobischen Transzendenten* 



Die vier fundamentalen ^-Funktionen; ilire analytisehen Aus- 
drücke- in Form trigonometrischer Reihen und Produkte; Uir Zu- 
sammenhang mit den yier tf- Funktionen. 

127. Im Mittelpunkt der Jacobischen Transzendenten 
stehen vier Thetafunktionen (vgl. 1fr. 98) von der ersten 
Ordnung, deren Definition wir am einfachsten an die zu- 
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letzt gegebenen Darstellungen der a-Funktionen anknüpfen. 
Indem wir mit den Buckstaben v und cd die folgenden 
Quotienten bezeichnen: 



(1) 

setzen wir: 

(2) 



u 



V = 



2ö>i ' 



CO = 



CO, 



0>i 






<3) 



(4) 



(5) 



*io(v, ö))«^]*'«^*"*^"^^""'^"''* ' 



*oo(v, ö>) 







:*^8tvffi . 



i=:-00 



*oi(f , <») =2'"-l)*«*'«"'""" • 



t = -oo 



Diese Entwickelungen lassen sich wiederum unmittel- 
bar in die Form trigonometrischer Beihen umsetzen: 



2=00 



(6) 



*ii(v , (o) = 2y i-iy-^ «<'-»)" 8m(2 l-l)v}t 
=d 2^l*amvn — 2g''*8iii3 v« + 2 j"'*8m5v?t + . . . 



i=oo 



(7) 



*io(v . <») - 2 TgC- »)• 008(2 ? - 1) w n 



<sl 



(8) 



= 2 g*/* cosv jr + 2 g*'* cos3 v ;r + 2 g"'* cos5 v jr + ... 
*oo(^ , ö)) = 1 + 2 y^ 9^ cos2 2 V ji 



/^T 



(9) 



= 1 + 2gcos2i;jr4-2g*cos4v7r + 2g^cos6v:7i:+ ... 

'»^^{v, a>) = l + 2V(-iy 3^cos2«i;jr 
. = 1 — 2gcos2v7r + 2g*cos4i;7r — 2g^cos6vjr+ ... 



Eine Darstellung dieser vier Thetafunktionen durch 
einstrahlige unendliche Produkte ergibt sich durch Ver- 
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gleichnng der sie definierenden Eeihen mit den Glei- 
chungen (88), (184), (185), (186) einerseits und den Glei- 
chungen (87), (178), (179), (180) andererseits: 



nsoo 



(10) »n(v, co) = -i^l^Aie'^'^ - e-^**')/7(l — g^"«-^''**') (1 - q^^'e^^*^] 



11=1 

n=oo 



(11) '»,o{v, w) « q'UAie^'"^ + e-"''')JJ(l + g2«e-2^*t;) (i + q^^^^^^) ; 



n=l 



n=oo 



(12) doo(t^,co) = ^-/7(l -f g2«-i6-2«*^)(l +g*«-i62'^*«); 



n=l 

n=oo 



(13) do,(v, (0) = A ./7(1 - q^n.l^-2niv>i (1 __ g2n-1^2^t.) ^ 



n=:l 



Auch in diese unendlichen Produkte kann man wieder 
die trigonometrischen Funktionen einführen: 

n=oo 

(14) i>ii(i; , o)) = 2gV4^ Bm7ivJJ{l — 2g2nco82 jrv -f g*«) ; 



n=l 
n=oo 



(15) i>io (^ , ö>) = 2 g''* J. cos^ '^TIO^ + 2 g^" C082 jr v + g**) ; 



n=l 



flsOO 



(16) doo(v, a>) = JL./7(l + 2g2*-ico82:7ri; + g*»-2); 



n=l 

n=oo 



(17) ii>oi(v, a>) = ^.77(l-2g*"-icos2?rv+g*"-«). 



n=l 



Aus diesen Formeln ergeben sich für v = die Werte : 
(18) i>n(0, co) = 0, 



(19) 

(20) 
(21) 
(22) 



&{,= 



dv 



v = 



= 2^g*MS 



^,0-^ioiO, CO) =^ 2 q'UAB^, 



Die hier neu eingeführten Bezeichnungen i>ii , djo , i?oo > *oi 
sollen im folgenden überall angewandt werden, wo keine 
Verwechselung zu befürchten ist. 
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Auf Grund von (194) haben wir 

(23) *ii = ^*io*oo*oi • 

Die Beziehungen zwischen den vier o-Funktionen und den 
vier i>-Funktionen, welche aus den Definitionsgleichungen 
folgen y nehmen, mit Benutzung von (19), (20), (21), (22) 
folgende Gestalt an: ( "u. coo\ 

(24) o(w , a>i , CO3) = 2 ö)i • 6^«^» • ^ ^ 



f7iU« 



(25) ai(w, coi, 0)3) = c«*"^ 



*7i«" 



(26) o^iuj (Ol, a>3) = c**^ 



»7i«*" 



(27) o^{u, a>i, a>8) = e2">i 



/ju_ mA 
/_u_ ^\ 



Aus irgend einer Form der analytischen Ausdrücke, 
welche wir für die 1?- Funktionen aufgestellt haben, läßt 
sich entnehmen, wie sich diese verhalten, wenn v durch 
—V ersetzt wird. Man findet, daß die Funktion ^ii(v) 
eine ungerade Funktion ist, während t?io(v), ^00 (^) nndt?oi(^) 
gerade Funktionen sind, d. h. 

1 ^00 (—^) = ^00 (^) ; *oi(— v) = *oi(v) • 

Verhalten der '^'-Funktionen, wenn das Argument um ganze oder 

halbe Perioden yermehrt wird. 

128. Es soll nun untersucht werden, wie sich die 
Werte den? -Funktionen ändern, wenn das Argumenta um die 

Größen — , — , — - — , 1 , (o vermehrt wird. Zu diesem 
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Zwecke erweisen sich die durch (10) bis (13) gegebenen 
Ausdrücke als die geeignetsten. Setzt man z. B. in (10) 



O) 



V + -^ an Stelle von v und bedenkt, daß 



. n = l ^ 



nsl 



nssoo 



ist, so erhält man durch Yergleichung mit (13): 

Auf diese Weise lassen sich die nachstehenden For- 
meln (30) und (31) direkt gewinnen; die übrigen, (32) bis 
(35), erhält man am einfachsten durch Kombination ge- 
eigneter Formelpaare aus (30) und (31). Zur Abkürzung 
werde 

(29) i = g-ie"-*«*'', Jf = g-*/*c-«<' 



gesetzt; dann ist 



(30) 






(31) 



r*u(»'+i)-*io(f), 

+ i) - <>oi(«) , 
'oi(v + i) = *oo(v), 

■^ii(v + |-) = t-af*oi(t'), 

^io(f+4) = ^^oa(«), 
^oi{v + y) - * ^ ^niv) , 



(32) 



Nr. 28. Verhalten der i^-Funktionen. 

l + (0 
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Ai [^ 



+ 



h 



M'^oq(v) , 



*io(v H 2^j = -f Jf • t»oi(v) , 



*oo(v 



+ 



2 

1 +0) 

2 

1 + 0) 



) 



» Jf •<>ii(v) , 






(34) 



(35) 



l *oo(v + 1) = *oo(v) , 
l»xt{v + (o) = -L»,,{v), 

dio(v + o)) = X t*ioM > 

*(K)(v + a>) — i^ *oo(v) > 

l *Ol(v + Ö>) = — i 1*01 (v) > 

*n(v + m + nco) = (-l)«»+«g-»'e-2»-''<*'^ii(i;) , 
*io(v + m + n(o) = (-l)~3-'^e-2''''**'dio(v) , 
*oo(^^ + m + ncü) = g-«'e-2««»''doo(v) , 
l *oi(v + m + na>) = (-l)»g-«"e-««^*^t»oi(v) . 



Wie man sieht, lassen sich die Gleichungen (33), (34) 
und (35) in folgenden Formeln zusammenfassen, in welchen 
die Zahlen g^, g^ einen der Werte oder 1 annehmen 
können: 

+ 1) =e-»»^^*,,», 

+ cü) = e-''*(2t, + a, + ir.)^^^^(v) , 



(36) 






Es sind dies die Funktionalgleichungen (92) der Nr. 98 
für ganzzahlige Charaktere. 

Das Zahlenpaar (g^ , ^2) ^^ ^^o die Charakteristik der 
Funktion ^g^g^{v) im Sinne der Nr, 92. 



(39) 
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Nullstellen der #-Fnnktloiieii. — TheUnullwerte. 
129. Demnach mnß die Funktion t>„^(i') verechwiii- 
den für alle Werte von v , welche durch die Kongmenz 

gegebeD Bind, also 
*iiM für 

I.W „ 



(38) 



»«,(«) 



».,(») 



" (mod 1 , <o) 

= (mod 1 , to) , 
= i (modl,a>), 

= i±^ (modl,») 
E — (mod 1 , cü) ; 



daß dies tateächlich der Fall ist, zeigt die Oleichang (18) 
in Verbindang mit den drei ersten Gleichungen der Sy- 
steme (30), (31), (32). Mit Wiederholung der in (20), (21), 
(22) gegebienen Bezeichnungen sollen nun die Werte za- 



#„(0). 
»,.(0)- 
«..(0)- 



mengestellt werden, welche sich au 
V = ergeboD: 


. (30), (31), (32) 





*..(!)-.. 


«n(f)-i»-''*.. 


...(i±^) = .-..„ 


K 


.,.(i)=o 


«..(f )=»-'•«» 


...m^-.,-'^ 


««, 


^»&)-.. 


*..(f)=,-"*,. 


^'Tho 


«Ol 


^»(1)-.. 


...(f)=o 


...m = ,-'-.... 


Naeh (146) des vorhergehenden Kapitels ist: 




'/- 


'-mj-- 





ir nnn den Quotienten, dessen Quadrat aul der 
Jeite auftritt, mit Benutzung des in (24) bis (27) 
Q Zusammenhanges durch & - Punktionen ans- 
und die auftretenden Größen gemäß der Ta- 
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belle (39) auf die NTullwerte reduzieren, gelingt es uns, 
die Differenzen Cß — 6« durch '&[y , i?io , i?oo ? ^oi auszu- 
drücken; z. B. ist 



ai(ft>2) 



^U Ä 



11^01 



71 



"('"*) '"' ^xo^n(^) 



wir erhalten die Formeln: 



2 f ö>i t?io i?oQ 2 i ö>i 



•^?i; 



(40) 



^2 ^1 — 



Oq 6a 



^1 ^3 — 



^i'iÄ 



If Ol 



71 



2 



2 ö>i ^10 ^00 -« 

^11^10 

2 ft>i ^00 *oi - 

^11^00 

.2a)iT?oi^io - 



= + 



4:0)1 
71^ 

4cüJ 



•*oi J 



•*io , 



•*So, 



deren Addition das Eesultat ergibt: 



(41) 



*00 = ^01 + *10 • 



Quadrate der Tier ^-Funktionen. — Produkte Yon Je zweien unter 

Ihnen« 

130. Die Quadrate der vier i?-Funktionen sind (vgl. 
Nt. 98) Thetafunktionen zweiter Ordnung, welche sämtlich 
die Charakteristik (0, 0) besitzen, also verwandt sind. 

Infolgedessen müssen nach den Sätzen der !N^ummern 
96 und 100 je drei von diesen Quadraten durch eine lineare 
Belation mit konstanten Koeffizienten untereinander ver- 
bunden sein. Diese vier Eelationen erhalten wir aus den 
Identitäten XI, (142) und XI, (143), indem wir von den 
Formeln (24) bis (27) und (40) Gebrauch machen; die 
Gleichung XI, (142) liefert die drei ersten der nach- 
stehenden Eelationen, wenn für das Zahlenpaar {» , ß) 
nacheinander (1, 2), (2, 3), (3, 1) gesetzt wird, während 
XI, (143) stets das Eesultat (45) liefert, welche Per- 
mutation der Zahlen 1,2,3 wir auch für oc , ß , y setzen 
mögen : 
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(42) -*2i^i(v) - ^^oM - ^lo^^iv) , 

(43) -*?o ^1 W = *?i ^M - *?o K{v) , 

(44) d2o dfi (v) = *?o ^1 M - *2i *?o (v) , 

(45) . -*?o*?oW + ^o*2oW-*§i*?iM = 0. 

Von diesen vier linearen Gleichungen in den Größen *ii(v). 
*ioM ? %(v) > ^iM sind nur zwei unabhängig voneinander; 
die beiden andern lassen sich aus ihnen leicht mit Hilfe 
der Beziehung (41) ableiten. 

Multiplizieren wir 2 verschiedene t?-Funktionen mit- 
einander, so erhalten wir gleichfalls Thetafunktionen zweiter 
Ordnung, und zwar für jede der Charakteristiken (1, 0), 
(0, 1), (1, 1) zwei Funktionen, welche linear unabhängig 
voneinder sein müssen, da jeweils die eine von ihnen eine 
gerade, die andere eine ungerade Funktion ist. Es ergeben 
sich nämlich: 

Für die Charakteristik (1,0): 

(46) t?io M *oo (v) nnd ^^ {v) doi (v) , 
für die Charakteristik (0, 1): 

(47) *oi (v) *oo (v) und ^,, (v) d^o (v) , 
für die Charakteristik (1,1) 

(48) *io {v) ^01 (v) und *n {v) ^^ (v) . 

Jede Thetafunktion zweiter Ordnung, ^ welche eine 
der drei Charakteristiken (1, 0), (0, 1), (1, ij besitzt, läßt 
sich linear und homogen mit konstanten Koeffizienten 
durch die beiden zu ihrer Charakteristik gehörigen Produkte 
ausdrücken, wie sich andererseits jede Thetafunktion zweiter 
Ordnung der Charakteristik (0, 0) durch zwei beliebige 
von den Quadraten 

(49) ^u{v), *?o(i^), ^Uv)^ *2iM 

linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellt. 

Additionsfheoreme der ^-Funktionen. 

131. Wir haben uns nun mit einer Eeihe von Identi- 
täten zu befassen, welche man als Additionstheoreme der 
t^-Funktionen bezeichnet. Das ihnen zugrunde liegende 
Prinzip können wir folgendermaßen aussprechen: 
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Die Produkte 

(50) *^> + tr).d^,,>-«?)- 

sind, als Funktionen von v hetracMet, Thetafunktionen zweiter 
Ordnung mit der Charakteristik 

(51) (J9i + 9i 7 92 + gi) . 

Der Beweis hierfür ist leicht zu erbringen : Ist oc die Null- 
steile der Funktion ^g^g^{z) , ä' die Nullstelle der Funk- 
tion ^g^.g^M^ d. h. 

(52) *,.^(^) = 0, d,v.(^0 = O, 

so sind die reellen Zahlen g^ , g2 bestimmt * durch die 
Kongruenzen 



(53) 



i (9i(^ - 9i) = [» + — 2J ™»d(l, o>) , 

\(gio>- gi) = («' + i±^) mod(l, «,) 

[vgl. Nr. 92, (26)]. 



Setzt man nun 

(54) »,,g,{v + w) = dg.g,(v) ; <>^.^.(t) - w) = ^B'.9',(f) , 

so sind die Charakteristiken (g^ , 82) i"'^ (0i > G2) offenbar 
bestimmt dnrch die Kongruenzen: 



(55) 



i(fli<»-Ö2) = («-«'H 2^) mod(l, <ö); 

I i (öl o» - 02) = («' + w + — 2^) mod(l, co), 



und es ist daher 

,-«, f i [(fli + 90 ß> - (02 ■+ 9^] = * + «' 
(06) 



I i [(9i + 90 



ffiO a> — (flTg + ff^] mod(l, «)) ; 
aus dieser Kongruenz folgt aber 

(57) 9i + 9i = ffi + 9\ ; 92 + 92' = 92 + ^2 • 
Nun ist das Produkt 

(58) *,.,.(t; + w) . »^,^,(v -w) = *8.g,(t;) • *B'.g'.(v) 

Boehm, Elliptische Funktionen L 20 
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eine Thetafunktion zweiter Ordnimg von v mit der Charak- 
teristik (fli + fli , 82 + 90 > womit unsere Behauptung be- 
wiesen ist. Beschränken wir in (50) die Zahlen gug^ySi^ gi 
auf die Werte und 1, so besitzen die Produkte (50), 
wenn g^^gl, g^ ^^ g^ ist, die Charakteristik (0, 0) und 
sind dann durch zwei von den Quadraten (49) linear und 
homogen ausdrückbar, oder sie gehören, wenn {gijg2)=\={gu gi) 
ist, zu einer der Charakteristiken (1, 0), (0, 1), (1, 1) und 
sind demnach lineare homogene Funktionen der ent- 
sprechenden Produktepaare (46), (47), (48). 
Wir gelangen also unter 'der Annahme 

(59) flri = 0, 1, flr2 = 0, 1, flr( = 0, 1, gi = 0,l 
zu Identitäten der Form 

(60) ( ^^'^^^ "^ ^^ ' ^ffWt^^ - w?) = A *y,y.(t;) */,y'.(v) 
\ +^**t3.(v)*i\a'.(v), . 

worin die Charaktere yi, y^i Y\t yii ^1 » ^2» ^i> ^2 wiederum 
die Werte oder 1 haben, und • 



(mod2) , 
(mod2) 



(61) I ^' "^ ^' — ^^'^ ^^ ^9i + gi 

\ 72 + ri = ^2 + di = flfg + gi 

ist. Die Koeffizienten A und B sind Funktionen von ti?, 
deren allgemeine Form sich leicht angeben läßt; denn da 
unter der Annahme (59) die Beziehung besteht 

(62) »g\,'Av - ^) - ±^gw> - v) , 

so sind die Produkte (50) offenbar auch als Funktionen 
von w Thetafunktionen zweiter Ordnung mit derselben 
Charakteristik {g^ + gi, g2 + gQ] daraus schließt man aber, 
daß die Koeffizienten in (ßO) beide durch einen linearen 
Ausdruck 

(63) C - »r^yM^y\y\H + D . ^i^^(w) . &ö\6\{w) 

dargestellt werden können, worin nun die Koeffizienten 
und B sowohl von w als von v unabhängig sind. ' Zur 
wirklichen Berechnung dieser Ausdrücke verfährt man am 
einfachsten so, daß man die Formel (60) in jedem einzelnen 
" U mit unbestimmten Koeffizienten ansetzt und alsdann 
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der Größe v spezielle Werte erteilt. So z. B. wissen wir, 
daß eine Identität der Form 

(64) ^,,(v + w) . »,,{v -.w)=^A *?i(t;) + B i^oM 

bestellen muß. Für v == ^ ergibt sich hieraus mit Be- 
nutznng von (30) und (39): 

(65) *?o(t^) = ^-*?o; 
und ebenso für v = 0: 

(66) -y^iH-.B-^o; 

wir erhalten demnach für unser Produkt den Ausdruck: 

(67) ^o-*u(v+t^)-*ii(^-«^)=*foW-*?iW-*?o(t?)-*?i(t^) , 

welcher mit Hilfe der Formeln (42) bis (45) in 6 ver- 
schiedenen Formen geschrieben werden kann. 
Eine andere Identität wäre: 

(68) ^10 (v + ^) *ii(v -w)^A *io (y) ^iM + B *oo iy) %M y 

1^ -I- £y 

deren Koeffizienten sich für v = — - — und für v = er- 

geben, nämlich 

(69) *oiN • *oo M = ^ *oi • *oo , 

(70) -*ioM • *iiM = -B *oi • *oo , 

so daß wir für das Produkt (68) den Aiisdruck erhalten: 

1 =*ooW-*oi W-^ioM-*iiW -*ooM-*oiM-*ioN-*iiW . 

Dieser hat nur eine einzige Form, da es nicht mehr als 
zwei Produkte *yxy,(v) •i?/iy',(v) für die Charakteristik (Ol) 
gibt [vgl. (47)]. 

Auf diese Weise lassen sich die Ausdrücke für die 
16 Produkte 

berechnen; wir können jedoch auch auf den in (24), (25), 
(26), (27) gegebenen Zusammenhang der i^-Funktionen mit 
den a-Funktionen zurückgehen und die gesuchten Identitäten 
aus den Formeln (156), (157), (160), (161) des vorigen 
Kapitels herleiten, indem wir in diesen 

(72) u = 2(OiV , a = 2a>iti> 

20* 



j^. I *oo • *oi-*io(v + w)"»ii{v - w) 
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neuen Eeihen sind, wie man leicht erkennt, gleichmäßig 
konvergent und müfisen dskher die entsprechenden Ab- 
leitungen der ursprünglichen Beihen darstellen. So ist z. B. 

(80) *(i(t;) = :^^T-1)*"' (2 Jfc - 1) ^^-k)yii-i)vni ^ 

(81) *Ä(t;) = Ä«t^(°-1)»-» (2 * - l)«g(*-J)V»*-i)'"'* , 

h= -oo 

i — 4-ao 

(82) ^^'g^^ ""^ = j ^{-l)^-'{21c- l)2 3(*-*)-a(«*-^)--» . 



Die Vergleichung der beiden absolut konvergenten 
Beihen (81) und (82) zeigt, daß die identÜBche Beziehung 
besteht: 

(83) ^fi(„)_4«i^^^^^^«0; 

dm 

genau ebenso findet man aber für alle Tier Gharakteri- 
stiken (1 1), (1 0), (0 0), (0 1), daß 

(84) ^;;^(.)_4.»%^=0, 

ein Besultat, welches wir auch so aussprechen können: 
Die vier '^-Funktionen genügen der partiellen Differential- 
gleichung 

d^z dz 

(85) -ä-^-^nf^-O. 

Berücksichtigt man, daß 

(86) K^(f)]»+i = -^ [*««(« + 1)] , 

(87) [K>,(^)U«> = -^ [.Kg^i^ + «>)] » 

so findet man anf Grund der Eunktionalgleichungen (36), 
daß jede der sechs Funktionen 

(88) ^„^(w) *;-.,'.(«) - K,h{^) *,'.,'.(«) = ^^^Mi^) 
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den Bedingungen 
(89) ' *^^^^^-(^ + l)-*'"^^^''^^*^>^^>^» 



{ 



KM\if.{y + ^) = a-«-(-+-)--»(^-+^«) <P,,,.,v.{^) 



identisch genügt und also eine Thetafonktion zweiter 
Ordnung mit der Charakteristik (ffi + ö'i > 9% + gQ darstellt; 
diese Charakteristik muß (1 1), (1 0) oder (0 1) sein, da die 
Charakteristik (00) nur dann auftreten könnte, wenn 
flfi = g± und §2 « gi wäre, in welchem Falle die linke Seite 
von (88) identisch verschwinden würde. Außerdem ist 
jede Funktion Ö>^i^,^i/,(v) entweder eine gerade oder eine 
ungerade Funktion und muß daher mit einem der 6 Pro- 
dukte (46), (47), (48) bis auf einen konstanten Faktor 
übereinstimmen; wir haben z. B. die folgende Beziehung: 

um den konstanten Faktor A zu bestimmen, setzen »wir 
V = und erhalten so mit Benutzung von (23) : 

A ' *oo *oi = *ii • #10 = ^ • *io • *oo ' *oi ; 
auf diesem Wege gewinnt man die drei Formeln: 

(90) »i,(v) . *io(^) - *ii(v) • ^io{v) = ^*?o • *oo.(t^) • Kiv) , 

(91) &i,{v) . ^00 W - *ii(v) • *ooW = 7t^lo' *io W • *oiW , 

(92) »i^{v) . »Oliv) - »,,{v) . %(t;) = jrdJi . ».^iv) ' #ooM • 

Die drei anderen Identitäten ergeben sich wohl am ein- 
fachsten, wenn man aus je zweien der soeben aufgestellten 
die Größe i?ii(v) eliminiert und von den Formeln (42), 
(43), (44) Gebrauch macht: 

(93) *ioW#oo(v) - #ooM*ioW = ^*?i#oiM*iiM ; 

(94) ^ooW^oiW - ^oiM^ooM = ^*?o#ioM#iiW ; 

(95) ^oiM^ioM - K{v)»it(v) = -^#?o*ooM*iiM . 

Man kann aber auch diese Formeln zunächst mit un- 
bestimmten Koeffizienten ansetzen und letztere dadurch 

berechnen, daß man der Größe v die Werte — - — , — , 

\ beilegt und die Gleichungen (30), (31), (32) benutzt. • 
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Bifferentiieren wir die drei Identitäten (93), (94), (95) 
nach V und setzen hierauf i; = 0, so erhalten wir: 



(96) 



••--^ = 7r»d!S 



Ol > 



(97) 



(98) 



00 

// 

Ol 



10 



// 



« 



Ol 



* 



// 



n — ^ «^10 J 

'^oo 

Vfti 



10 *^01 _2 A4 



*10 *01 

Die linken Seiten der Identitäten (90) bis (95) lassen 
sich mit Hilfe der Eelation 

umformen, wir erhalten auf diese Weise 6 Differential- 
gleichungen für die Quotienten von je zwei d-Funktionen. 
Drei dieser Gleichungen sind für uns von Wichtigkeit, 
nämlich ; 



(100) 




= Jl'&n 



*io(v) *oo(v) 



= —JZ'ffi 



'' ^OlM *OlW ' 

*ooM ^11 (v) 



00 



dv Li>oi(v)j 



-71 '»l 



10 



*ioM.*iil?l 

*0lM *OlM 



sie bilden ein Simultansystem von Differentialgleichungen 
für die drei Funktionen 



(101) 



*ii(«) *io(w) *oo(v) 



zwischen diesen bestehen aber nach (43), (44), (45) die 
Beziehungen : 



(102) 



(103) 



(104) 






00 



^?o 

*?1 



*oi(v) J 
^oo(«) " 

^01 H ■ 



+ 






2 



*?0 




L^oi(v)J 



= 1, 



= 1; 
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diese repräsentieren, da je zwei von ihnen algebraisch 
unabhängig sind, während die dritte jeweils aus den beiden 
anderen durch SLlgebraische Elimination abgeleitet werden 
kann, zwei unabhängige Integralgleichungen des Differential- 
systems (100) xmd setzen nns in den Stand, aus diesem 
drei einzelne Differentialgleichungen herzuleiten, deren jede 
nur eine der Größen (101) enthält: 






00 ''Ol 



00 »'Ol 



Wir können in jeder dieser drei Gleichungen auf 
beiden Seiten die Quadratwurzel ausziehen, müssen aber 
dabei die richtigen Vorzeichen wählen. Setzt man: 



(108) 



^oi'^io( ^) 
*io • *oi(v) 



y 



= \ 1- 



^OO'^ll(^) 

l-*io-*oi(*')J 



d. h. : gebraucht man das Zeichen "f ohne Vorzeichen für 
denjenigen Zweig der Wurzel aus 



1- 



^ 00 • ^11 (^) 

L^io-*oi(^)J 



welcher die eindeutige Funktion auf der linken Seite von 
(108) darstellt, und setzt man in demselben Sinne: 



HO) 



111) 



112) 



(109) 

so* ist 
d 



^oi'^oo(^ ) if^ 

*oo • *oi(v) r 



^i 



10 



&i 



00 



^00 • ^ll(^ ) 

l-*io-*oi(v) 



usw. 



? 



^oo*ii(v) 



dvLdio*oi(v)- 

9 

^or^io(^) 

l-*io-^oi(v)J 

Ar^oo(^) 

»-^oo-^oiM- 



dv 
d 



dv 






^10 [ ^OO'^ll(^) 

*oo L^io-^oiMJ 



2 



dt 



10 



*or*io(v) 



^oiL^io-*oi(v)j 



1+ 



*Ä, 



00 



dJi L« 



Ol 



^or^ooW 



'oo-*oi(v)J 
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4 

Die elUptlgchen Funktionen slnamtr, cos am u;, Jamuf. 
Differentialgleichungen. — Perio^iität. 

133« Wie man aus den Periodizitätsgleichnngen der 
vier 1?- Funktionen, (33) und (34), erkennt, sind die drei 
in (101) zusammengestellten Quotienten, als Funktionen 
von V betrachtet, doppelt periodisch. Alle drei besitzen 
das Periodenpaar 2, 2co und sind, mit Beziehung auf 
dieses, elliptische Funktionen vierter Ordnung; um die 
Bichtigkeit der letzteren Behauptung einzusehen, braucht 
man nur die l^ullpunkte der vier d- Funktionen auf- 
zusuchen, welche innerhalb eines mit jenen Perioden 
konstruierten Periodenparallelogrammes gelegen sind. Be- 
trachten wir z. B. das Parallelogramm, dessen Ecken den 
Werten 

(113) v = 0, v = 2, t; = 2cü, v = 2 + 2a> 
entsprechen, so verschwindet in seinem Innern 

(114) dii(i;) für v = 0, 1, co , l-fo); 

(115) *ioM für v^i, I, i + co, l + co; 

(116) i^ooW für . = ^, ^, ^, ^; 

(117) K(v) für . = f , l + f, ^, l+?f ; 

jeder der Quotienten (101) hat also innerhalb eines Perioden- 
parallelogrammes vier iN^ullsteUen und vier Pole. 

Nun hat aber jeder Quotient außer den allen gemein- 
samen Perioden 2 , 2 od noch eine ihm besonders zu- 
kommende Periode und zwar: 

(118) ^44 die Periode cd , 

(119) ?^4 die Periode 1 -f co , 

(120) ^^ die Periode 1 . 

Das Periodenpaar 2 , 2 co ist also für keine der drei Funk- 
tionen ein Elementarperiodenpaar; dagegen können wir 
t für jede Punktion ein solches angeben, etwa 
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^ (v) 

(121) für -^^j-r das Elementarperiodenpaar 2 , co , 

(122) für ^ . : das Elementarperiodenpaar 2 , 1 + o> 



*oi(v) 



oder 2 a), 1 + ö> , 



d (v) 
(123) für J^) ! das Elementarperiodenpaar 1 , 2 a> . 

Mit Beziehung auf jedes Elementarperiodenpaar sind 
unsere Quotienten elliptische Funktionen zweiter Ordnung, 
was man wiederum leicht aus der Verteilung ihrer Null- 
punkte und Pole erkennt. 

Betrachten wir nun die drei Größen 

/124) ^oo^ii(^) ^oi^io(^) ^oi^oo(^) 

welche sich nur um konstante Faktoren von den soeben 
behandelten Quotienten unterscheiden, als Funktionen 
einer neuen Variablen w, deren Zusammenhang mit der 
Variablen v durch die Beziehung gegeben ist: 

(125) w = tz'&IqV j 

so erhalten wir die drei elliptischen Funktionen, welche 
bei Jacobi die Namen sinus amplitudinis Wj cosinus 
amplitudinis Wj A (sprich: delta) amplitudinis w 
führen und mit sinamu?, cosamt«?, Jamt«? bezeichnet 
werden. Gudermann hat für diese ÜSTamen die ab- 
gekürzte Schreibweise snt(; , cnt^ , dnt(7 eingeführt, deren 
auch wir uns bedienen wollen; wir setzen also: 

(126) 'HwX "" ^""^ ' 

(127) 1 w \ °° ' 
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(128) p^ - dn«; . 

Man bezeichnet femer nach Jacobi die konstante, 
d. h. nur von <o abhängige, Größe 



(129) X = 



K 



^00 

als Modul der drei elliptischen Funktionen und die Größe 

(130) x'= 



, »li 



^l 



00 



als das Komplement des Moduls; zwischen beiden 
besteht nach (41) die Beziehung 

(131) x^ + x'^ = l . 

:e^ach (108) und (109) ist 



(132) cnw = yi — sn^w? , 

(133) duM? = il — x^sn^w , 

und es bestehen nach (110), (111), (112) die Differential- 
relationen: 

(134) sn'w; = fl — sn^t«? • yi — x^ sn.^w = cn«? änw , 

(135) Gn'w = — yi — cn^w • y^'^ -|- x^ cn^w = — dn«? snw , 

(136) dn'i^ = -— yi — dn*«? • y— x'^ + dn^w = — «^ snw cnw . 

Wir können daher sagen, daß unsere drei elliptischen 
Funktionen die Lösungen des Differentialsystems: 



(137) 



x^= y »z 



y = —z • X 
z'= —x^'Xy 

darstellen für die Anfangsbedingungen 

(138) N^=o = , [y]„=o = 1 , M.r=o = 1 ; 
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Meraus folgt die wichtige Tatsache, daß diese Funktionen, 
außer von der Variablen w , lediglich von dem Werte des 
als Parameter auftretenden Moduls x abhängig sind; dies 
läßt sich aus den Definitionsgleichungen (126), (127), (128) 
nicht unmittelbar entnehmen, da hier die Funktionen noch 
von der im Argumente der ^-Funktionen stehenden Kon- 
stanten t^oo abhängen. Erst an einer späteren Stelle werden 
wir zeigen können, daß ^^o selbst eine reine Funktion des 

r Q2 

Moduls X ist vgl. Nr. 140, wo dies für die Größe K == J^ 

gezeigt wiM] ! 

Wo es, der Deutlichkeit halber, wünschenswert ist, 
die doppelte Abhängigkeit der elliptischen Funktionen, 
von der Variablen und dem Modul, zum Ausdruck zu 
bringen, schreiben wir sie als Funktionen zweier Argu- 
mente in der Form 

(139) sn(t(? , x) , cji{w , x) , dn{w , x) . 

Setzt man 

(140) f = sn^w? , 1] = cn^w , f = Aa^w , 

so sind für diese drei Funktionen die Differential- 
beziehungen erfüllt: 

(141) r=}^-yT^.yT^^^f=yf.y^.yf, 

(142) fi'= — y^-yi — rj'-^x'^ + x^rj= —il-irj-^ , 

(143) r= -/c.yi^=T.y-x'2 + c = -x^H'i^'^ii . 

Damit sich die Variable v um eine der Größen 1, co 
vermehre, muß die Variable w um eine der Größen n i?Jo ? 
71'&Iq(d zunehmen, welche wir, auch hierin der Tradition 
folgend, mit 2K^ 2iK' bezeichnen; also 

(144) n'»l^ = 2K, 7i&lQCO = 2iK\ co ^ i^ . 

Nach (30), (31), (33), (34) haben wir die Funktional- 
gleichungen: 
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(145) 
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. .^ , snw; 

8n(w + tÄ:0 = — 



(146) 



X SI1II7 



(147) 



(148) 



, , ._^ 1 dnti? 
^ %>i snt«? 

^ / I -ITA 1 C1HI7 

sn(w + 2 jBQ = — sntr , 
cn(t(7 + 2 Ä) = — cnw , 
dn(w + 2Z) = dnt(7 , 

sn(«; + 2 i J^O =- sn«? , 
cn(w + 2iK^ = — cnw? , 
dn(w? + 2 üO =" —dnw ; 



alle drei Funktionen haben also die Perioden 4:K , 4:iK'] 
außerdem hat 



(149) 



sn«? die Periode 2iK% 

cnw die Periode 2{K + iK^ , 

dnw7 die Periode 2K. 



Elementarperiodenpaare sind [vgl. (121)r, (122), (123)] 

für Bnw:4:Kj 2iK\ 
(150) für ciiw:AK,2{K+iK') oder 2{K+iK'), UK', 
für dnw:2JS:, 4:iK\ 

BTLw ist eine ungerade, cnt^, dnt^ sind gerade Funktionen: 
^1) snw = — sn(— 1(7) , cnw = cn(— w) , dn«? = dn(— «?) ♦ 
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Den speziellen Werten: 

1 (O l + Q) 



^= - J o > 



153) 



2 ' 2 ' 2 

entsprechen die Werte: 

w = K, iE', K + iK'; 

und wir können die zugehörigen Punktionswerte nach (39) 
in folgender Tabelle zusammenstellen: 

snO=0 snJK:=l siiiK'=oo sn{K+iK')==— 
(152)<cn0=l cnX=0 GniK'=oo cn(JS:+iJ5C0 = -— 

X 

dnO-1 6nK=^x' diiiK'=oo dn{K+iK')=^0 . 

Die beiden Größen K und K^ sind, wie wir später 
[Nr. 140, S. 349] sehen werden, reine Funktionen des 
Moduls X. 

Wo es wünschenswert erscheint, werden wir die Ab- 
hängigkeit der drei Funktionen snw, cnti;, dntr von K 
und iK' durch die Schreibweise zum Ausdrucke bringen 
und uns zu diesem Zwecke der Zeichen bedienen: 

1sn(w, K, iE") 
cniWjEyiE") 
än{w, EyiE") . 

Additionstheoreme« 

134. Zahlreich sind die Formeln, welche aus denen 
der Nr. 131 hergeleitet werden können; wir wollen hier 
nur die wichtigsten aufzeichnen. Aus (73) und einer der 
durch (75) repräsentierten Identitäten erhält man: 

*oo ^01(^1 + ^2) ^11(^1 — ^2) 

*oi(vi) *iiK) *io (^2) *oo (^2)— ^01(^2) ^11(^2) *io M *ooK) ' 
und hieraus auf Grund von (126), (127), (128), indem man 
(154) ^1 = TT *§o ^1 > w^^n ^2o ^2 



320 Kapitel XII. Die Jacobischen Transzendenten, 

setzt: 



(155) 



snK + Wg)-- 2 1 12 



snti?i cnwg clntTg — sntUg cnwi dntTi 
snt(?i cnt(72 clnt(72 — - sntTg cnwi clnti?i ' 



multipliziert man auf der rechten Seite Zähler und 
Nenner mit 

snwi cnii72 dnii72 + snwg cnt(?i dntTi , 

so ergibt sich durch eine leichte Eechnnng mit Hilfe der 
Beziehungen (132), (133): 

,^ ^^. / . V »nw. cnw7o dawa + snti?« cnto. dn«?, 
lo6) sn(«7i + w^) = ^ — -^ — r-^-f ^^ ^- ^ . 

Auf ähnliche Weise erhält man: 

(157) Cn(M7i + M72) = ^ 12 12 



(158) dn(«?i + w^) = 



1 — x^ sn^Wi sn*t(?2 ' 

dnt(?i dntTg — x^ sntrj snti72 cnwi cn«72 
1 — X* sn*«?! sn*t<72 

Man kann diesen drei Oleichungen auf Grund von (134), 
(135), (136) auch die folgende Form geben: 

snti?i sn'w2 + snt(72 sn't(?i 



(159) sn(tri + w^) = 



1 — X^^TL^W^ Sn2t(72 



(160) cn(«7i + w?2) = 1 iTi o wi i^ » 

^ * 1 — x*(l — cn*M?i) (1 — cn*«72) 

/^/?-.\ j / . X x2 dnwi dnt(?2 — dn'tt?! dn't£?2 

(161) dn(tri + w^) = — ^r — ^"4 — tt. — ^— 9— r • 

^ ^ \ 1 « 2/ ^2 _ (1 _ dn2ti7j) (1 — dn2tr2) 

Zusammenhang mit den Weierstraßsehen Transzendenten« — Aus- 
druck einer beliebigen elliptischen Funktion durch snu;, cntr, dnu^. 

135. Um den Zusammenhang der Jacobischen ellip- 
tischen Funktionen mit den Weierstraßsehen Transzendenten 
darzutun, verknüpfen wir die Definitionsformeln (126), 
(127), (128) mit den Beziehungen (24) bis (27); wir er- 
halten zunächst: 



(162) sii«?= 



Nr. 136. Zusammenhang mit a{u), plu), 321 



2 a» 



(163) cn«)= 






(164) dnw= 



(2co^w \ (coiw \ ' 



'8 



(2coiW \ Iw^w \ ' 



und hierane, auf Grund der Homogeneität unserer o -Funk- 
tionen [vgl. XI, (10) und XI, (130)] : 

(165) „_„.(«,, ir,»^') 



(166). 



(167) 



snt«? = 



cnw = 



dn«7 = 






Nach (141) ist: 
(168) p(Uj (Ol, (Os) = 6« + 



a«(w, (Ol, (02) 



l2 



Setzen wir also 
(169) 



. 0{Uy (Ol, (O2) 

(a = 1 , 2 , 3) . 



(Ol 
Jx. 



SO erhalten wir mit Benutzung von (162), (163), 164): 



(170) 



p{u, (Ol, 0)3) = 61 +—2 

(Ol 



62 + 



(Ol 



Boehm, EUiptische Funktionen I. 



.sn(«(?, JS:, i-ffoJ ' 

cLn(i/?, .g, jgQ^^ 
.sn(w, JT, iJTO 

1 



(Ol Lsn(«7, jK", iÄ'OJ ' 



2 



21 
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erteilen wir in der zweiten und dritten dieser Gleichungen 
der Größe u den Wert ö>i, welchem der Wert K für w 
entspricht, so finden wir, daß [nach (152)]: 



(171) 



«1 = «2 + 



ei = 63 + 



CO? 



X 



/2 



sein muß. Da nun nach XI, (24) die Beziehung 

«1 + «2 + «8 = 

besteht, so ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen 
den Konstanten ^i , e^, 63 , X , a>i , x 

K^ 1 + x^ 



(172) 



ei = 



«2 



wl 



K^ x^-x'^ 



<ol 



K^ 1 + x« 



wir wollen noch die entsprechenden Ausdrücke für die 
beiden Invarianten grg, g^ der Weierstraßschen Punk- 
tion 2>(w, a>i, 0)3) aufschreiben [vgl. XI, (25) und XI, (26)]. 

4J5r* l-x^x^ 

«^2 = 



(173) 



co\ 



5^3 = 



4J5r« (2 + >«2 ^) (x'« - x«) 



CO? 



27 



Umgekehrt können wir nach (171) den Modul x durch 
die Größen ej, «g, 63 ausdrücken; es ist: 



(174) 



(175) 



^/2 ^ ^1~ ^2 
61— «3 

^2 — ^3 



X^ = 



«1— ^3 



Aus den Beziehungen (170) leitet man ohne Schwierig- 
Veit die nachstehenden Formeln ab: 



(17G) 



Nr. '135/1 36. Ausdruck beliebiger elliptischer Funktionen. 323 
, , , J5Px'2 1 K^x^x'^^v^w K^x^^rfw 

p(u + a>2)= ci ö- :i-ö— =^2 2 — , o = «sH ö- 1"-9— > 

p{u + cOfi)=ei «- dn^ w =e^ «- x^ cvfw = 63 H ir-sn-ir . 

(Ol (D{ (o\ 

(177) v'{u) = 3 3 , 

2Ä^^ x'^&n.wdiiw 



(178) 



.0)1 cirw 

,, , , 2K^ x^x'^Bnwcnw 
p (t* + C02) == 3 v-i 

2K^ 
pUu + 0)3) =^ — ö- ^^ snw? cnw dnw . 

0>i 



Die Sätze der Kr. 87 liefern nns, wenn wir die Be- 
ziehungen (170) und (177) einführen, folgende wichtige 
Eesultate: 

Jede elliptische FunMion mit den beiden Perioden 2Kj 
2iK' läßt sich stets in die Form setzen: 

(179) f{w) = ro(8n^w) + 8iiw cnw dnw • ri(Bn^w) , 

worin ro und ri rationale FunMionen von sn*«? bezeichnen. 

Jede gerade elliptische Funktion von w mit den beiden 
Perioden 2Kj 2iK' ist eine rationale Funktion von 
[sn(«?, 2K, 2iK')Y. 

Jede ungerade elliptische Funktion von w mit den beiden 
Perioden 2 JT , 2 iK' läßt sich darstellen als da^ Produkt von 

sn{w, 2K, 2iK')'Cn(w, 2K, 2iK')'dn(w, 2K, 2iK') 

mit einer rationalen Funktion von 

[sn(w, 2K, 2iK')Y. 

Die Jacobischen Transzendenten zweiter Gattung« 

136. Es sollen in diesem Abschnitt Funktionen von w 
behandelt werden, welche einen konstanten additiven Zu- 
wachs erfahren, wenn das Argument w um eine der 
Größen 2K, 2iK- vermehrt wird. Wir setzen zunächst 

21* 
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dloga(w, K, iK") o'(w) 



(180) 



En(w) = 



Eio{w) = 



^ooM = 



Eotiw) = 



dw a(w) 

dlogOi{Wj Kj iK^ _ Oi(w) 

dw öiM 

d\og02{w, K, iE') __ oiiw) 

dw . 02{w) 

dlogo^iw , K, iK^ __ o^{w) 
dw 03M 



aus (165), (166), (167) ergeben sich dann durch Differen- 
tiation die Beziehungen 

m / \ Tn / \ Älogsnw sn'tc? 



(181) 



E^o^i^) - Eoi{w) ^ 



Eoo{w) — Eoi{w) = 



dw 

dlog cnw 
dw 

dlog önw 
dw 



snw 

cn'ii? 
cnw 

da^w 
dntr 



aus welchen wir erkennen, daß die Differenz von je zweien 
der vier ^-Funktionen eine doppelt periodische Funktion 
ist, daß wir also mit einer einzigen von ihnen auskommen 
könnten. 

Alle vier Funktionen sind ungerade, d. h. 

(182) ^g.9A-^) - - ^9.9» ' 

Als Funktionen der drei Argumente w^ K, iK' sind die 
^-Funktionen homogen vom Grade —1, d. h.: 

(183) E,^,^{Xw,XK,XiK') = X-^E,^,^{w,K,iK^; 

dies folgt aus ihrer Definition und der Homogeneität der 
a-Funktionen [vgl. XI, (10) und XI, (130)]. 

Der Zusammenhang mit den C-Funktionen der Weier- 
straßschen Theorie ist leicht herzustellen, es ist 

(184) f>JL^4{J- = f(«,,Ä,fürO, 



(185) 



a{w, K, iE') 



a'„{w,K, iE') 

(« = 1,2,3) 



= ^„{w,K,iKy, 
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und, infolge der Homogeneität der C-^^^onen [XI, (11), 
XI, (163 a)]: 



(186) 



(187) 



K_ 

(Ol 



COi 






Daher haben- wir 



(188) 






Eoo{w) = 



K 

(Ol 

K 



Eoi{w) = ^ . l:J^-^ , ö>i, cüsj . 



Hieraus folgen, auf Orund von XI, (36) und XI, (164), 
für alle vier JE7-Funktionen die Funktionalgleichungen: 



(189) 



(Ol 



(Ol ^ 



^fnini^ + 2 iE") = Eg,gM + 2 ^3 



K ' 



wie es nach der allgemeinen Legendreschen Eelation 
[Nr. 53, (124)] sein muß, ist 

(190) 2 f W2 171^^ - 2 X .(2 1/3^) = 4 (lyi ö>3 -- 1^8 ö>i) = 2 jri . 

Die Veränderungen, welche die JE7-Funktionen erfahren, 
wenn das Argument um eine der Größen K, iK' ver- 
mehrt wird, lassen sich ebenso leicht aus XI, (165) ab- 
lesen: 
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(191) 



(192) 



(193) 






E^{w + K) 



OH 

K 



Oh 



Vt + ■Eoi(m') , 



Eüi{w +K)^^rii+Eoo(w)i 
En{w + iK')=^r„+ Eo.iw) , 
Eioiw + iK') = ^Vs+ Eoo{w) , 
Eoo(w + iK') = ^ 7], + E^oiw) , 
Eoiiw + tif) - -^ ijs + -Bii(w) ; 



En{w + K + iK')==-.^f]i+ Eoo{w) , 



Eioiw + K + iK') = 



K 



■n* + ^oi(«') . 



E^{w + IT + tlT') =- - -^ i?2 + HiM , 

JE?oi(«' -\-K-\-iK') = -^rii+ Eioiw) . 

Ans XI, (162) folgen die Werte der vier Funktionen 
für to — , nämlich: 

(194) En(0) = oo , ^io(0) - , E^(0) = , 17oi(0) = ; 
demnach haben wir: 

(195) ^io(ir) = oo, En{K)=E^{K) = E^^{K)='^fii, 



a96) E^i^iK') ==oo, E^i{iK') = E,o{iK') = Eoo{iK')^^f,,, 



r 
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(Ol 



Die Additionstheoreme XI, (49) und XI, (168) der 
C-Funktionen liefern uns die entsprechenden Sätze für die 
J&-Punktionen ; denn es ist, wenn [vgl.. (169)] 



(198) 
gesetzt wird: 



u = 



WCDi 

1^ 



a = 



b (Ol 



' En{w + h)- Eiiiw) - Eiiih) = ^ {^{u + a) -. C(ti) - C(a)] , 



(199) ^ 



^io(«? + V) -Eioiw) - Eioih) = ^ [Clin + a)- Ci(t*) - fi(a)] , 
^oo(«? + i)- Eooiw) - -E7oo(fe) = J- [C2(t* + a) - C2(t*) - f2(a)] , 
^oi(«? + *) - Eoiiw) - Eoi(p) ^ ^ [C3 (t^ + a) - f 3 (w) - f 3(a)] • 



[vgl. (188)]; die rechten Seiten dieser Gleichungen lassen 
sich, gemäß XI, (168), durch die drei elliptischen Funk- 
tionen Jacobis ausdrücken, wenn man von den Formeln 
(170), (176), (177), (178) Gebrauch macht, mit deren Hilfe 
man z. B. findet, daß: 



(200) 



p'{u) — p'{a) _ 2K sn^& sn'i^ — sn^i/? sn'& 
p(w) — p(a) ~" (Ol snwsn&(sn^«? — sn*6) ' 

sn^6 sn'w — sn*w sn'& 



(201) En{w + h)-- Eiiiw) - Eii(h) = 



snw sn&(sn*t(7 — sn?6 ' 



Von den übrigen Gleichungen wollen wir nur die 
letzte in entsprechender Weise umformen : 



(202) . 



^oi(t^ + &) - Eoiiw) - i7oi(&) = ^{-^ log 



Oi{u) 



d 

+ -IT- log 



02{a) 



+ 



1 \p'{u + (Ol) -'p'{a+ (02) 



da iOs{a)\ 2 [p{u + (Oi) — p{a + (02) 



h 
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nuD ist nach (166), (167) 



(203) 



K d« ^k(«)) 



und nach (170), (176), (178) 



lOgCDb = — «* 



CUM) 

sn&cpft 
dnb ' 



(205) 



p'(m + a>i) — p'(a + Mg) 
p(« + («,) — p(a + 6>a 
2K &D?b 80W cQU) -f- ^^ cq'w snfr cnb 



^ 0)1 cnw dnft (1 — «' 8n*«i aa'fc) ' 
dnicli VereiDigang dieser drei Ausdrücke ^glbt sich 

I Eoi(w + h} — En{w) — Eoi(b) 

(206) I . , aDwcn&dofr + Bnbcnwdaw 

= — »rsnwsnft z ö—r jt ; 

(207) Eoi{v + l>) = Eoi{w) + Eoi{b)-xUnwsnb-sü{io + b) . 

Die Ädditionatheoreme der übrigen E - PnnktloiieiL 
können entweder direkt anf demselben Wege gewonnen 
oder mit Hilfe von (181) aus (207) erhalten worden. 

Die Ablütungen der ^-Funktionen ei^ben sich durch 
Differentiation aus (180) oder (188), z. B. 



ip(«, («1, cüj); 



mit Benutzung der Formeln XJ, (162), XI, (58) kann man 
daher die Formeln aufstellen: 



vi«), 




Jl(» + 0),)- 


»i«. 
K' 


p(u + w,)- 


K< 


P(« + <».)- 





»!(«, 


-', 


(«,- 


«,) 


E' 


P(» 




«,) 


E' 


!>(« 




••) 


K' 


P(» 


-«s 
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die auf den rechten Seiten auftretenden Größen lassen 
sich nun auf Grund der Beziehungen (170), (171), (172) 
durch die Funktionen und Konstanten der Jacobischen 
Theorie ausdrücken: 



El,(w) = - 



^io{^) = - 



l + x'2 cn^w 1 + x^ 



3 

1 + x'^ 



X 



'2 



(210) 1 



BU^) « 



x'^ — x^ 



Ei,{w) = 



3 

l + x« 



■\-x^x' 



sn^w 
cn^w 



STL^W ' 



X 



X 



2 



X 



'2 



cn^w ' 



1 + x'^ 



+ 



X 



'2 



dn*w' 



1+ »'2 
x^&n^w = ^ — ^ + dn^tt? . 



Die Z-Funktionen« 

137. Von den J^- Funktionen gehen wir zu anderen 
Transzendenten über, welche die Periode 2K besitzen 
und, bei Vermehrung des Argumentes w um die Größe 
2iK' einen konstanten Zuwachs erfahren. Um solche 
zu erhalten, brauchen wir, wie ein Blick auf (189) lehrt, 

nur von einer ^-Funktion die lineare Funktion Ll^ »w 
abzuziehen; wir setzen demnach 



(211) 



Z«. «.(«?) =- Bg^g^i^) 






w*) 



und erhalten für diese Funktionen die Funktionalgleichungen : 

Zg,g.{W + 2K) - Zg,gM ', 



(212) 



Zgigti^ + 2 iE") = Zg,g,{w) — —{rji (o^ - ^3 ö>i) 



= ^ig.i'^) 



K 
ni 



Man übersieht leicht, wie sich die übrigen für die E- 
Funktionen ermittelten Eigenschaften auf die Z-Funktionen 



'*') Die in Nr. 56 definierte Funktion ^^^Z(u) stimmt, wenn dort 
gesetzt wird, mit der Funktion l^xi'^'^) überein. 
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Übertragen. Die FormelD (181) bleiben ricbtig, wenn man 
Zg,g,itc) an Stelle von E,,|^(tc) Hetzt; woraus folgt, daß 
alle Tier Z-Funktionen sich durch irgend eine unter ihnen 
mit Hilfe doppelt periodischer Funktionen ausdrücken 
lassen. Man kann daher mit einer einzigen Z-Funktion atis- 
kommen, etwa mit der Funktion Zoi (wj , welche hei Jacobi 
schlechthin als Z{vi) bezeichnet wird. 
Aus (182) folgt: 

(213) 2„„(-"<')--Z„„(«>)., 

Die Formeln (191), (192), (193) übertragen sich folgender- 



(215) 



z„(.o+jr)-z,.(i.), 

Z,.(»+I)-Z„(»), 

z..(«'+ä:)-z.,m, 

Zo,(i« + Jq-Z.„(»); 

z„(» + i: + «')- 

Z,„(«. + K + iK')- 
Zo.(» + K + iK')- 



Z„(«; + iI') ^ + Z„("), 

Z,> + «') ^ + Z„(u,), 

Z„,(.» + .'£■') 



+Z,.(«'), 



(216) 



2jr 



l^^w + iK') |i + Z„(«.)! 

^ + Zoo(<«) , 



H„(«.), 



^ + Z„(») 



Z,,(w + K + iK')--~ + Z,» . 

Ferner haben wir die Wertbestimmangen: 

- - , Z,o(0)-0, Z„(0).0 Z.,(0).0, 

z„(2:)-o, Zo„(jn-o, z„(X).o, 

Z„(K+iK')-Zt,{K+iK')-7„{K+iK') ~. 
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Um die Additionstheoreme der Z-Funktionen zu ge- 
winnen, brauchen wir nur in den entsprechenden Theoremen 
der J^- Funktionen das Zeichen Zg,g^{w) für JSg^g^{w) einzu- 
setzen; denn es ist für alle vier Funktionen: 

I 

(218) I '^^^^•^^' "^ ^*^ "" Zi^iir.K) - Z^iirtK) 
daher folgt z. B. aus (207) unmittelbar: 



(219) I ^^^^^ "*" ^^^ ^ Zoi(i^i) + Zoi(t^2) 

\ — x^ snwj • snwg • sn(«;i 



+ «?2) • 



Die Ableitungen der Z-Funktionen unterscheiden sich 
von den entsprechenden Ableitungen der ^-Funktionen 



um die Konstante 



K^ ' 



Führen wir eine neue Kon- 



stantenbezeichnung ein, indem wir setzen: 

(220) ^=(M + l+i^*)z = .2-(,, + a,.,), 



so haben wir nach (210) 



(221) 



1.+1 ^ 



E 



X 



'i 



K cn*w 



E 



X 



TT 

Zo'i(«') = - ^ + dn*« . 

Der durch (220) eingeführten Konstanten E können 
wir noch eine andere Form geben. Es ist nämlich, wenn 
wieder ti = 2 a>i i; gesetzt wird, nach (24) : 



(222)^ = f(«) = ^ + 



*i'i(f) 



a(«) 



ö), 



(223) f» = -p(«) = |L+ 1 



2 coi &n{v) ' 

[Mir. 

4co?*i,(v) •' 4ö)?L<>ii(v)J ' 



*i"i(«)^ 1 
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ferner haben wir nach (30): 

f *u(f + i) = <>io(f) , 

(224) *t'i(« + i) = %(«) , 
i *i"i(v + i) = *Ä(«) , 

und daher: 

(225) -p(a)i) = -«,= 



Vi 



*i'i(i) = *io(0) = , 
*Ä(i) = K , 

1 K 



+ 



woraus folgt, daß: 
(226) 



E = - 



a>i 4ö>J *io ' 
1 *" 



10 



nach (96), (97), (98), (130), (144) ist 
(227) 



A" A" 



(228) 



00 
*10 



*10 



Ol 



-4JS:«, 



^ 



und wir haben demnach für die Konstante -= die drei 
Formen: 



<^»>f— riif 



= x'«- 



Ä" 



00 



4X2 ^^ 



= +1 



Ä" 



Ol 



00 



4^2 « 



Ol 



Transzendenten dritter Gattung^« 



138. Setzt man 



(230) fi,.^(«^,&)=2-l^S 



« 



91 9i 



/w — b 
\ 2K 






* 



«rifl^ 



( w + b 
\ 2K 



' k). 



so hat man nach (24), (25), (26) und (27) die Beziehungen 



(231) 



ßii(^ , b) = -^^f-«? - 2^ log 



o{u + a) 
.o{u — a)\ ' 

ai(w + a) 



i-k / TV ^iö>i& 1, [^«(w + a) 

fioi(«',6) = ^^«'-2logL,^(„ 



Nr. 138. Transzendenten dritter Gattung. 
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wenn wiederum 
(198) 



u = 



(OiW 



a = 



(Oib 



gesetzt wird. Demnach ergeben sich die Eigenschaften 
der Omegafonktionen leicht ans den in ]!^r. 116 und 
Nr. 123 abgeleiteten Eigenschaften der Funktionen, welche 
wir damals mit ;|r(i^, a) und xA'^j ^) bezeichneten. 

Qii(w , 6) = fln(6 , w) ± -— ; 



(232) 



(233) 






(234) Q^^iw , b) = -ß^-.(-«7 , &) = -fl^-.(«» , -b) ; 



(235) 



^ir.«(«' + 2X,&) = ß-.^(«;,6), 



ß^h^C«» + 2 tlT', 6) = fi^-.(to , &) + 



(236) 



Qg.g.i'ic , b + 2K) = Q,,^{tD , b) , 



nib 

~1k' 



n%V) 



(237) 



(238) 



Ai(0,ft) = ±4^, 



Ao(0,ft) = o, 



{ 



;239) 



ßoo(0,6) = 0, floi(0,6) = 0; 

Qu{w , 0) = , ß,o(w , 0) = , 
ßoo(M',0) = 0, ßoi(«',0) = 0; 

Tii 



Qoo{K,b)^0, üoi(^,b)^0, 
Q,^iK + iK',b)'=Q,o(K + iK',b)'=QooiK + iK',b)± 

nib 



ni 



= Ü,,{K + iK' , b) = 



2K ' 



fla(*ir', b) = Ao(*Ä', «>) = ■Ooo(t^', &) 
= ßoi(*-B^ , *) ± "2" = "2^ 
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Von den Additionstheoremen wollen wir nur das- 
jenige der Funktion ^01(^9 ^) ^^^ aulstellen; es ergibt 
sich aus Formel XI, (176), wenn dort a = 3 gesetzt und 
berücksichtigt wird, daß nach (162): 

o(u) 



= -^ snw 



und nach (171): 



a^(u) K 
(«3 -- «1) fe — «2) = — 4 ^ 



2 



gesetzt werden darf, 

^oiK + «72 , 5) — floi(«^i j ^) — 'Ooi(««'2 J ^) 
[1 — x^ Bn^{wi + W2 + h) sn*5] 



(240) 



= jlog{ 



[1 — x^ sn^(t(7i + W2 — h) sn*&] 

[1 — «2 BTL^iWi — h) m^{w2 — h)] 



(241) 



[1 — x2 Sn2(tt7i + b) sn2(«72 + ^)] 
Hieraus folgt auf Grund von (232) 

ßoi(^ 1 h + h) — 'öoi(^ ? ^) - ßoi(«' > ^2) 
[1 — x^ sn2(&i + 62 + *'') sn^w?] 



= ^log 



[1 — x^ sn^(\ + 1)2 — w) sn^w] 

[1 — x^ sn2(&i -~ w) sn^(b2 — w)] 
[1 — X« sn«(&i + w) sn2(52 + «?)] 



Ebenso wie die Transzendenten dritter Gattung der 
Weierstraßschen Theorie können wir auch die Omega- 
funktionen in mannigfacher Weise als Integrale von ellip- 
tischen Funktionen darstellen. Kach (199) ist: 



(242) 



-W 



+u 



= i/[?(« + «) - f W - f («)] du 



-I« 



1 . ra(t* + a)l ^. . 



(w — a) 

'^ine Gleichung, welche jedoch nur bis auf Vielfache von 
"".stimmt ist. 
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Nun ist, infolge der Homogeneität von f(t*, coi, cog): 
(243) w • f (a , ö>i , (Ü3) = tr . f (5 , Z , iK") = w - E^^ih) 
und daher, mit Benutzung von (211), (231): 



+ Vf 



(244) i/[^ii(^ + ^) - ^11 W - ^ii(^)] ^^ 

Ganz auf dieselbe Weise erhalten wir allgemein: 



-w 



Die Integranden der auf den rechten Seiten dieser 
vier Gleichungen auftretenden Integrale sind, wie wir 
wissen, elliptische Funktionen von «?; zwei von ihnen 
haben wir in (201) und (206) bereits durch die elliptischen 
Funktionen Jacobis ausgedrückt. Wir wollen jene For- 
meln jetzt dazu benutzen, um den Integraldarstellungen 
der Funktionen Q^^iw , 6) , ü^iiw , h) andere Formen zu 
geben. Zunächst haben wir: 

(246) ü,A^, ,) + . z„(.) ^ - 1/ :;:?!!::-^ " 1^ ä. , 



snt(?sn&(sn2«7 — sn^&) 



nQ>) = + ^f 



(247) Qoi{w ,^ + wZoi{h) =^ +-^l snw? snfe sn(t<? + h)dw . 



-w 



Benutzen wir nun den Satz der Integrabrechnung, welcher 
besagt, daß ^^ 

(248) -^jf{z) dz = f{w) + f(-w) , 



80 finden wir 



(249) i^>^ + ZuW ^^5^?^, 

' ■ cw "^ ^ sn&(sn2t(? — sn^ft) 

(250) ^^o,(«>,&) sn»t.8n&Bn-& 

. ow -uiv / 1 — ;«2sn*«7sn*fe 
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die rechten Seiten dieser Gleichungen werden für lo = 
nicht unendlich, wir können also integrieren, indem wir 
diesen Wert als untere Grenze wählen: 



(251) fiii(w,2>)-ßii(0,&) + trZn(&) 
oder nach (237) 







sn^t(7cn5dn& 



sn&(8n*t(7— sn*6) 



dw, 



(252) flii(K7 ,h) + w Zn(6) = + -^ + / ,. o irr dw ; 

" " —2 J sn&(sn*ti? — sn^ft) 



ebenso : 



(253) Q^^{w,h) + wZot(b) 



„ /sn*tt7sn&c 

--~ p^« f 

J l — x^sn* 



cn&dn& 
«7sn*& 



dfJD . 



Dieses letztere Integral bezeichnet Jacobi mit n(Wj &); 
er setzt also 

•(254) n{w , b) = floiC«' , &) + t«? Zot(p) . 

Die Eigenschaften dieser Funktion ergeben sich unmittel- 
bar aus denen der Funktion Qoi{tOj h); wir erwähnen hier 
nur die Formel: 

(255) n{w, h) -n(pjw) = w^Zoi(b) - &-Zoi(«?) , 

welche als „Satz von der Yertauschung des Para- 
meters und des Arguments'' eine gewisse Berühmt- 
heit genießt. 

Zum Schluß sollen noch einige Formeln aufgestellt 
werden, welche den Zusammenhang der vier Omegafunk- 
tionen untereinander und mit den Transzendenten der 
Weierstraßschen Theorie beleuchten. 

Aus (231) und (162) folgt unmittelbar: 



(256) 



^ LSn(U7 -f- 



>)J' 
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Yergleichong von (242) und (244) ergibt: 



(257) 



Ai(«' ,*) + «' Zu(ft) = 2" log 



±T^ + i^«« 



a{u — a) 
.o(u '-{- a), 

o{a — u) 



+ uC{a) 



.a(a + u). 
also haben wir nach (252) und XI (67): 



+ wt(a) , 



(258) 







Bn^wcnb 



^iih{sn^w 



&dn& _ _1/Vp>) , 





eine Integralbeziehung, welche sich, auf Grund des Zu- 
sammenhanges der Funktion p{u) mit den Jacobischen 
Funktionen snw?, cnt«?, dnw?, auch direkt herleiten läßt. 

Potenzreihen für «nwf enw, &nw* 

139. In jedem Punkte, welcher nicht ein Pol ist, lassen 
sich die Funktionen sn«? , cnw , dnw in reguläre Potenz- 
reihen entwickeln. Es sollen hier die ersten Koeffizienten 
der in der Umgebung des Punktes w =^0 gültigen Ent- 
wickelungen berechnet werden. Wir gehen aus von den 
Formeln (162), (163), (164), indem wir von den für die 
a-Funktionen aufgestellten Potenzreihen XI, (16); XI, (133) 
Gebrauch machen. 

92 ..s 93 



XI, (16) a{u) = u 



2* . 3 . 5 



w 



23.3.5.7 



u 



7 



XI, (133) o,{u)==l-^u^ + ^(g,-6el)u^+.,. 



03 {u) 



= 1 + 



(^ = 1,2,3) 
1 



2 "" +48 



(18 e| — (jTa) w* + ... 



Die 
schränkt 



Konvergenz dieser letzten Entwickelung be- 
sieh auf das Innere eines Kreises, dessen 
Zentrum im Punkte u = liegt, und welcher durch den 
dem Punkte u = zunächst gelegenen Nullpunkt der 
Funktion o^{u) hindurchgeht, d. h. durch den nächst- 
gelegenen unter den Punkten, für welche 

u ^ rog mod (2 cüi , 2 0)3) 

Boehm, Elliptische Funktionen I. 22 
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ist. Innerhalb dieses W«rtebereiches der Variablen u haben 
wir demnach 

sn«,-|-.{«-2j^«5-2j:|^«^-...} 



(259) { 



{l + 1-«* + -^ (18 ei -i,,) «*...}. 



Multiplizieren wir die beiden Beihen gliedweise, indem 
wir die Größen g^, g^, e» gleichzeitig [nach (172), (173)] 
durch Xj K, od^ ausdrücken, so ergibt sich 



Ku 1 + x^ K^u^ 1 + Ux^ + x^ K^u^ 
10^ 3^ ä>f~ "^ 5.4.3.2 (ol 



(260) snii? = fi? — — w^ H ' ^, — ' w^ + • • • 

o! 5! 

Der Konvergenzbereich dieser Bntwickelung ist eine 
Kreisfläche in der «(7 -Ebene, deren Zentrum in dem Punkte 
w = liegt, während die Peripherie durch den dem Punkte 
w = zunächst gelegenen Pol der Funktion buw hin- 
durchgeht. 

Ganz auf dieselbe Weise erhalten wir die beiden 
folgenden Beihen, welche in demselben Kreisraum kon- 
vergieren wie die vorhergehende. 

(261) cn«;=l-:!^ + l±^«,*+... 

(262) dn«,=l-i^ + i^!|+^«,*+... 

Um die Entwickelungen für einen von w « ver- 
schiedenen regulären Punkt w = Wq zu erhalten , können 
wir etwa die Additionstheoreme der drei Funktionen an- 
wenden, indem wir setzen 

snw « sn(wo + («? — Wq)) 

usw.; doch soll hierauf nicht näher eingegangen werden. 
Die Pole der Punktionen snw , cnw , dnti? sind be- 
zeichnet durch die Wertesysteme 

^263) w = iE' mod {2K, 2iK') . 
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Die in der Umgebung dieser Punkte gültigen Ent- 
wickelungen enthalten wir aus den vorhergehenden regu- 
lären Potenzreihen durch Yermittelung der Formeln (146) ; 
um z. B. eine nach steigenden Potenzen von w — iK^ 
fortschreitende Eeihe für bhw zu gewinnen, benutzen wir 
die Identität 



snw = 



X'Bn{w — iK^ 



X 



{w—iK") 



l-3T2-(^ 



^^, , l + Ux^+x\ 



iKY+... 



x{w—iK')[ 3.2 



1.1+^% .^^«. 1-22x^+1 x\ ._.., • 



23.32.5 



(264) 



snti? =^ 



1^ 

X 



{w-iK')-' + ^^^iw-iK') 



+ 



2-3 

7 — 22x» + 7x* 
2» -3« -5 



(«>-t2[:')' + 



Diese Entwickelang konvergiert innerhalb eines um 
den Punkt iK' gezogenen Kreises, wdcher durch den 
zunächst bei iK' gelegenen Nullpunkt yon'sn{w — iK'), 
d. h. Pol von sn«;, hindurchgeht. 

Ebenso erhalten wir: 



cnw = 



1 dn(w — iK') 



ix sa{w — iK') 



ix (w — iK') 

1 + 



X 



2 



2 

1 + x^ 

2.3 



{w — iKy+ ... 



{w — iKy+ ... 



cnw = 



(265) < 



IX 



(w-iKr^ + ^ ^ \''\ w-iK') 



+ 



2.3 

7 + 8 X« — 8 X* 



2»- 3«. 5 



{w — iKT+ ••• 



22* 
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1 (m{w — iK') 



(266) 



dnw 






+ 



2.3 

8 + 8x^ + lx^ 
23.32.5 



(w-iZO^+ . 



Da die drei Funktionen ihre Pole in denselben Pankten 
haben, so konvergieren alle drei Entwickelungen innerhalb 
desselben Kreises. 

Die Koeffizienten der Potenz {w — iK^-^ in diesen 
Entwickelungen, welche wir die Polfaktoren (Eesiduen) 
für den Pol iK' nennen, sind für die drei Funktionen 

snw, cnw , dnw: — , — i — , — i; die Polfaktoren für die 



X 



X 



übrigen, nach dem Modul (4:K, 4:iK) inkongruenten, 
Pole findet man leicht mit Hilfe der Formeln (147) und 
(148). Wir wollen sie zu späterem Gebrauch hier ta- 
bellarisch zusammenstellen. 



w 



• rr/ 



iK' + imK + iniK 



{261){iK' + {4m + 2)K + 4niK' 



• TT"/ 



iK'+AmK+(^n + 2)iK 




iK'+(4m + 2)K + (An + 2)iK 



— — i — —% 



1 


X 


X 


1 


. 1 

t — 

X 


X 


1 


. 1 




t — 


X 


X 


1 


. 1 

—t — 

X 


X 



t 



Trig^onometrische Reihen für snu;, enu;» dntc;. 

140. Jede elliptische Funktion von w mit den Perioden 
4:K, 4:iK\ welche nur einfache Pole besitzt, läßt sich 
der Form darstellen: 
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+ A,,'C{w-oc^, 2K,2iE'), 

worin «1 , «2 , . . . , a^ ein vollständiges System inkongru- 
enter Pole, J-i , J.2 , . . . , Af^ die zugehörigen Polfaktoren 
(Eesiduen) bezeichnen, Aq eine Konstante bedeutet. Es 
ist dies eine Spezialisierung der in Nr. 38, (44) gegebenen 
Darstellung. 

Für die drei Funktionen snw? , cnt/? , dn«? sind 

(269) iK', -iK\ iK'+2K, -iK'+2K 

vier nach dem Modul (4X, 4:iK^ inkongruente Pole; sie 
sind die sämtlichen Pole dieser Funktionen innerhalb des 
Period.enparallelogramms mit den Ecken: 

-2iE\ +2iK\ +2iK'+^K, -2iK'+4K . 

« 

Die zugehörigen Polfaktoren sind aus der Tabelle (267) 
zu entnehmen. 

Wir können also ansetzen: 

sni^? = const. + — k(w — iK\2K,2iK') 

(270). +l:{w + iK',2K,2iK') 

-C(w-ti'+2i, 2K, 2iK') 
— l:{w-\-iK'+2K, 2K, 2iKi\; 

oder, indem wir auf der rechten Seite die Variable 
u = -^ w einführen : 

2K ,1 r^/M — CO. \ , v/« + 0>8 \ 

- - sn«; = « + - {f ^-2- , CO, , a>3j + f ^— 2— , «1 , ö), j 

"n 2 '"^^^ ^3J-C( P -, ö>i, (üajj; 

den Wert der Konstanten a erhalten wir, wenn wir w = 
setzen; es ergibt sich auf Grund von XI, (57) 
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SA 



-n ?+-)-<-f) + <f +-^)-<f) 



--•»•+ 2 



1 ^'(-f) .1 Kf) 



+ 2 



^ain 



2£x 



satc 



0>i 



.2,.+t(^4fi)+f(^) 



= 2i?i. 



-K 



1* — Ö>3 + 2 Ö>i 



)-< 



t* + o>s + 2 o) 



9- 



Ebenso ist 






°°"'°' "*"7^t H 2 ' ®*' "'sj-Cl— 2-^,0)1, «»3 j 

^/« — tu« + 2 CO, \ , ./« + ö). + 2<ö, \^ 

~ i[ Y^ » ö>i » o>8J + ^ [ 2 ^ ' *"^ ' *"»]} ' 

daß die Konstante & den Wert Null hat, »gibt sich für 
40 — < —K, und wir erhalten: 



2iKx 



cnw 



(272) i 



[-c( 



2 ^j + H 2 ^j- 



Schließlich ist 



— Anw 



, 1 f ^ /w — CDo \ V /^ + a>3 \ 

'"^"'"Tr \ — 2 — ' ^*' «>8J-f\^ — 2~^> ö>ij a>3J 

, . /w — 0)3 + 2 (üi- \ .(u + (Oo + 2co. W 

+ ^l 2 ' "^'^ '^V~'^\^2 ' ^1' ^sjj . 

Setzt man hierin w = —K + iJf ', so findet man 
^-2-j + %+2 / «,x +HyJ+'?«+2^^ =2%. 



(-f)- 



(t) 
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SO daß für die Funktion dnw die Darstellung resultiert: 



/r% • 



(273) 



2iK 



Ö)i 



an„-2,. + t(^i^)-t(-±i^) 



')-<- 



/ li-— a>8 + 2 (Oi\ ^(u + (o^ + 2co 



')• 



Nun haben wir in diese Ausdrücke die nach XI, (94) 
sich ergebenden Beihen für die ^-Funktionen einzuführen; 
da die Beihen absolut konvergieren, dürfen wir sie glied- 
weise addieren. So erhalten wir 

2Kx 



(274) 



a>, 



sni^ 



= ^ — <COtjl * 



2q>i { 



4ö>i 



+ cot 71 —j + tSLUn 



4 (Ol 



+ tan 



« + o>8 



4a>i ' 4ö> 



0>8l 

1 i 



+ 



n=oo 

— ^icotjr 



ft + (4 n — 1) cog 
4a>i 



+ cot:7i 



w + (4 n — 1) ö>« , ^ 
4coi 

+ C0t:7r ^— — ! — '—^ + cot Jr 

4(Ui 

w — (4 n + 1) a>o , ^ 
+ tanjr ^ — - + tanji 



« + (4n + l)ö>3 
4 (Ol 

1^ + (4n + l)Q>8 

4: (Ol 

w — (4 n — 1) CÜ3 
4a>i 

w — (4 n — 1) a>8 



(275) 



4a>i 



4a)i 



). 



cn«? = 



Ö>i 



= jr — <cotjr -; — cotTi— r — - + tSbJin — — tan:^ — -! — ^ 

^(Oi\ 4 a>i 4 C0| 4 coi 4 co^ J 



n=oo. 



+ - V{cot.^?^t%^li)^ - cot. « + (4n + 1)0,3 
2 (Ol ^^ \ 4 a>i 4 0). 

« + (4 n — 1) (ÜQ ^ w + (4 n + 1) ö>q 
+ tan7r — !-^-^ ^— ^ — tanjT ^ • / s 



4a>i 

^ 1* — (4 n + 1) ö)s 

+ cot^ -~i -^- — cot^r 

4ö)i 

w — (4 n + 1) ö>3 

+ tanjT ^-T ^— ^ — tauTT 

4a>i 



4a>i 

t* — (4n — 1)0)3 
4a>i 

« — (4 n — 1) CÜ3 



4(üi 



}. 



— 0» 



-•(t) 



, o. 



_ ff> 





* 




ti. 


"^^~ 






f» 


• 


— «; 


« 


— fl 


• 


— T' 


*-|»j 




* 


^ 




• 


— 


flu - 


--^-., 



2% 



% — J- 



1- o» 



• — O«. — Ü fl*. \^ 



für 



• — o. 



• -«^ 



^1 



I tu 



-0^-9 



F^)- 



^r : I. 

Ol r = f ^ 

u» f I 

• • — o* — i' o» 






(~?j^* 
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SO daß für die Fanktion dnw die DaisteUnng resultiert: 

Nim haben wir in diese AnBdrtolie die nach XI, (94) 
sich BTEebenden Reihen für die {.Fnnlrtionen elnznlühieii; 
da die Seihen absolut konTergieren, dürfen w sie glied- 
weise addieren. So erbalten wii 
2K« 



:274) 




+ »■"■ — Ts; — """"^ — T^, — 

,. _ (A*i4- Hol. u — Hn — l)o}g 



4», / 



l)«S 

.Üb), 
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2iK , Jii , 
anw = h 



+ 



71 l , u — a 

{COtTT— , 

ö>i l . 4 coi 



COtTT 



4cOi 



CO, 



tan TT 



+ - "v/cot;. *^+it*^l>^ + cot^ " + ^^" -* 
(276) ^'^'^^ ^^» ^"'^ 



— + tan:^ — -^ — '' 

.4 ö>i 4 coi 



tan TT 



+ COtJl 



w + (4 m — 1)C03 
4a>i 

4a)i 



4a>i 
w — (4n + l)a>j 



+ tan TT 



— cot^r 



ti — (4n + 1)0)3 . ^ 

tanjr ^ — — '—^ + tan^r 

4cüi 



w + (4w + l)ö>3 
4cU| 

w — (4n — l)ö>3 
4(üi 

w — (4n — 1)0)3! 
4ö)i I * 



Zum Zwecke der Umformung dieser Ausdrücke müssen 
wir einige trigonometrische Formeln ableiten: 

oot(Ä — ß) + tan(Ä - ß)± [cot (a + /») + tan(a + ß)] 



4i 



+ 



4t 



hieraus erhält man leicht folgende Ausdrücke 



(277) 



cot(Ä - ß) + tan(a — ß) + [cot(a + ß) + tan(a + ß)] 

_ 8sin2oc>e»^<(l + e^^0 . 
- 1 -2e^ß'coU(x + e^^ ' 



Icot(a - /S) + tan(a - ß)- [cot(a + ^) + tan(a +•/?)] 
^ 8icos2^»e«>^^(l-e^/^0 ^ 
- l-2e*^*cos4a + e»^* ' 

Ferner überzeugt man sich, daß 



(279 a) 



' cot(a -ß) — tan(a -ß)- [cot(a + ß) — tan(Ä + ß)] 

1 - e^ßi 



==4t 



1 -2e*^*cos4a + 68^* ' 
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cot(Ä — /?) — tan(Ä — /?) — [cot(Ä + /8) - tan(a + /5)] 



(279 b) 



= 4i + 



8ie^ß'{coBA(x-e^ß') 
1 -2e*/^*co84a + e8^** 



Machen wir nun von diesen Identitäten Gebrauch, indem 
wir a = - — , für ß aber je nachdem ~— , — - — • — ^ n 

oder — r — ' — Jt setzen, so gehen die Entwickelungen 



(274), (275), (276) über in 



(280) 



2Kx Atz 
snw = — 



sm:^ — g'/»(l + q) 



2(Oi 



CO1 



^ 1 — 2 g cos h g'^ 



nscw 



. 4jr . JTti x^ 
H sm^r — > , 

^ ^ n = l 



4n4-l 



77 t^ 



1 — 2g*~ + icos [-g2U« + i) 



CO, 



4n- 1 



2 



+ 



(i + g*"-^) 



Tili 



l~2g*«-icos-^+ ff2<*'»-^) 



CO1 



> j 



(281) 



+ 



2i7rP< 4:711 

cnw? = 

(Ol (Ol 

• 
Am 71 u v^ 


COS g/«(l q) 

Ci Oji 


1 2gcos''^ + 22 

(Ol 
4n+l 



Ö)i 



— > J i ^ ^ '- 

2^itf^|l_2(74~ + icos — + (z'^*" + '^ 

CO, 





4n- 1 \ 

q « (1-«*»-^) 


1 


«>1 j 



> > 
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(282) 



2iK ^ 71. . 
dntr = + 



CD, 



(71U \ 

cos q) 
(Ol / 

— H 1 

a)i coi CÜ1 ^ _ 71 u . 



+ 



Ajii 



. ns=oo 



V 



g4» + JcOS^-g*» + A 



* 1 — 2 g CQS h ff * 



^ n=l 



^t« 



1 — 2g*» + *cos— - + g*(*" + ^) 



Ö>i 



g** " ^ (cos 9** " ^) 



J7li 



1 - 2 flf** - 1 COS l-qH^^-^) 

(Ol 

Um diese Darstellnngen in eine letzte Form zu bringen, 
stellen wir folgende allgemeine Betrachtung an: 
Es sei eine einstrahlige Eeihe von Größen 

(283) Ui , Uj , U^y . . . , J72«-i > • • • 

gegeben, und die Konvergenz der mit ihnen gebildeten Eeihe 



n=oo 



(284) 
festgestellt. 



X(^*n + l+U^n-l) 



«=1 



(285) 



n = N 









fi = l 



'=^Ü2n-i + ü'4^ + 1 . 



fi=l 



Wenn nun 



(286) 



lim I U^N + 1=0 



^=00 



ist, und nur in diesem Falle, können wir setzen: 



(287) Ui + nm 



n = N 
n=l 



Z(^^n^l+ ^4n-l) 



= lim 



Z^»'- 



«=i 



(288) 



n = oo 



n=oo 



Pl +Z'(^4« + l + I^4»-l) =Z^«-1 • 



n=l 



n = l 
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Die Bedingung (286) ist erfüllt für jede der drei nach- 
steh^iden Bestimmungen der Größe ü^sn-i 

2n-l 



,289) r.... ' • " + f -'' , 

(Ol 
2n-l 

(290) U,n-i = -(-!)•• ^^ ^ ^ ^ 



(Ot 



(291) 17,,. 1 = -(-1)~ ^ ^^ 



l-2g*"-icos— + g«(*"-^) 



denn da, nach der über das Periodenverhältnis — ge- 

machten Annahme, die Größe q einen Modul hat, welcher 
kleiner als 1 ist, so verschwinden diese drei Ausdrücke 
für n = oo . Wir dürfen also die drei Eeihen (280), (281), 
(282) in der angegebenen Weise auflösen und erhalten 
so, indem wir gleichzeitig die Variable u durch w ersetzen, 
die Entwickelungen : 

2n-l 

n=l 1^2g***-^COS-=- + 5'^^^""^^ 

2n-l 



593) jr.;«.cn«? = -2^cos^- V(-l)~ 



2U: ^ l-2g2n-icos'^ + j2(2«-i) 

n=oo g^"-McOS^^^^ qin-l\ 

m) JK:.dnti? = ^-2;7r2^(-l)~ 



> 
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Anmerkung. Hätten wir zur Umformung der 
Eeihe (276) die durch (279 a) gegebene Identität benutzt, 
so wäre der letzte Schritt unmöglich gewesen; denn wir 
hätten die Eeihe erhalten: 

2iK , Jti , 27ti 1 — q^ 

dnw = ' 






(ü, 



nsl 



^ 1 — flf COS h ? 

(Ol 

1 _g2(4n + l) 1 _^2(4n-l) 



1 _ Mn + 1 cog!!^ I ^2(4n + l) ^ _ ^«-1 coS — + ö2(4n- 1)1 

(Ol (Ol ^ 



Setzen wir nun: 

1 _g2(2n-l) 



U2n-l = -{-ir 



1 _g2n-lcos— + g2(2n-l) 



(Ol 



SO ergibt sich: 

nm[[72„_i] = 1 , 



n = oo 



und die Eeihe ^TJ^n-i konvergiert nicht gegen einen 

n = l 

Grenzwert, wiewohl sie immer endlich bleibt: sie oszilliert 
von Glied zu Glied. — 

Die EntWickelungen (292), (293), (294) Uefern für 
t<? = und w = K die nachstehenden Formeln : 



2n- 1 
n = oo 



(295) 



^* "t;^ (1-3^"-») 



2n-1^2 

2n- 1 



n = oo 



«■b: o-vf. .X» 9 '^ 



(296) '^ = _2^(-l)-^X^^^, 



- « 



" = ~ «n-l 



<2^^) f=2-22^(-^)"r^---T> 



- 2 



2n - 1 
n = oo 



n = l ' ^ 



(298) '^ = 2^- 



2 
2n-l ' 
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(299) 12/-_-2'(-l)"LrAl t_i, 



n = l 



n=cx3 



n = l ^ 

Dividiert man etwa (295) durch (296), (296) durch 
(297), so erkennt man, daß sowohl K a]a x reine 
Funktionen von q sind. Daher ist auch K eine reine 
FunJction von x . Dasselbe gilt offenbar von K' = —ioiK j 
da diese Größe ja ebenfalls nur von dem Periodenverhält- 
nis oi abhängt und daher eine reine Funktion vong darstellt. 

Wir kehren zu den Eeihenentwickelungen (274), (275), 
(276) zurück, welchen wir jetzt mit Hilfe der Formeln 
XI (102), XI (103), XI (104) noch eine andere Gestalt 
geben woUen. Die drei durch (289), (290), (291) dar- 
gestellten Größen können wir, wie eine Vergleichung mit 
(277), (278), (279) lehrt, ersetzen durch die Ausdrücke 

1 V '''-T'"' . {2h-l)u 
sm^r — A=i ^ 



cos 

2(Wi 



A=l 



hu 



(303) -(-1)'* •2^2*^''* - '^ cos n 



Ä = l ^ 



Die Bedingung für die Konvergenz dieser Eeihen 
läßt sich [vgl. Nr. 119, (107)] so aussprechen: Der Koeffizient 
von % muß in den beiden Größen 



CÜg u . . Ö>3 . -w 



(304) (2n-l)-^ , (2n-l)-^ + 



a>i cüi a>i o}^ 



für jedes positive ganzzahlige n positiv sein; und diese 

Forderung reduziert sich auf die nachstehende: Der Koeffi- 

u 
zient von i in der komplexen Größe — muß dem abso- 
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luten Betrage nach kleiner sein als der (stets positive) 

Koeffizient von i in der Größe — ^ . 

Unter diesen Bedingungen erhalten wir dann für 
unsere drei Funktionen die folgenden Doppelreihen: 

(305) Kxsnw ^2 71^ ^g * sin;7i-^ u, 

n=l A=l 1 

n=oo *=«, (2^-l)(2n-l) O fc _ 1 

(306) KxGnw = -'2 7€^{-l)''^q « costi^^ -u 



n=l A=l 



2o>i 



(307) Zdn«? = f - 27r2^(-l)»2^j*(««-i)cos:^ — 

n=l *=1 ^1 

Ein Schluß, ganz analog/demjenigen, welchen wir in 
ISt. 119 durchgeführt haben, lehrt uns, daß die Doppel- 
reihen (305), (306), (307) innerhalb ihres Gültigkeitsbereiches 
unbedingt konvergieren; wir dürfen also die Eeihenfolge 
der Summationen umkehren und erhalten, indem wir 
gleichzeitig die Variable u durch w ersetzen, die folgenden 
Darstellungen : 2 a - 1 

(308) KxBnw = 2 ^^ ^^^h —i ^^^ tJ" ^ ' 

(309) Kxcnw = 2 Ji^ ^ ^ ^ costt ^^ tv , 

(310) KdJiic = ^ + 2ny^ ^ f ^. coan— . 

2 ^ 1 + ff -Bl 

Die Gültigkeit dieser Entwickelungen beschränkt sich 
auf einen Streifen in der t^ -Ebene, dessen Begrenzung 
gebildet wird von zwei durch die Punkte +iK' und —iK' 
gezogenen Parallelen zu der Bichtung des die Größe K 
repräsentierenden Vektors. 

Wir dürfen also jedenfalls w? = und w == K setzen; 
diese Werte liefern uns wiederum sechs Entwickelungen 

für die Konstanten , — , — , — , ; die 

n 71 71 71^ 71 
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beiden Ausdrücke für — stimmen mit den früher ge- 

fundenen (296), (298) überein; wir schreiben daher nur 
die folgenden vier Formeln hier an: 

mi^ ^« _ y?(2A-i)ri: 

'^«) ^ - i + ^f n?V. . 

A = l 



2A - 1 



.2n - 1 ' 



(313) 1^ = -2'(-l)*^ 



A=l 



+ «' 



(315) 



Ä=i 

Potennreihen und trigonometrische Entwlokelungen für die 

Transzendenten zweiter Gattung. 

141. Die Funktionen Eg^g^{w) unterscheiden sich nur un- 
wesentlich von den C-Funktionen, und ihre Entwickelungen 
ergeben sich also unmittelbar aus denen der letzteren. 

In der Umgebung jedes regulären Punktes Wq existieren 
Entwickelungen, welche nach ganzen steigenden Potenzen 
von w — Wq fortschreiten, während die Koeffizienten außer 
der Größe te^o nur die Größe x enthalten. 

In der Umgebung der Pole stellen sich die ^-Funk- 
tionen durch Potenzreihen dar, welche man aus XI, (19) 
erhält; ihre ersten Glieder sehen so aus: 
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für die Z-Funktionen erhalten wir hieraus leicht 

1 Cüil/i 1 — x»x'2 
7, , (t(?) ^ ^-^ ti; w^ -4- . . . 



(316) 



ZioM = 



Zoo(«^) = 



1 



"^^^(t.-ir)-l,r^(«,_2Q3+... 



JTi 



2.3«-5 



ZoiW = 



w-K-iK' 

2.32.5 
1 



2i K^ 

{w-K-iKy+ ... 



{w-K-iK') 



{w-iKy+ ... 



{w - i äO 



1 — x^x^^ 



2.32.5 



Ferner haben wir folgende in der ganzen t«? -Ebene 
gültigen trigonometrischen ^ntwickelungen: 



(317) 



Z^^iw) 



7€ JIW Jl '^[1 

n=l 



TT 






71 



+ cot7r-^(w-2ni-K:0 



n = oo 



Z»oM = - 2X**'' 2:^ - 2X2, 

n=l •• 



71 



tan^r^(w + 2niJj:0 



TT 



+ tan -zr^=r {w — 2ni K) 



2K 

n=oo 



n=l 



JT 



tan^r^ (w + (2n — 1) i X') 



TT 



+ tan-^(t(7 — (2n — l))iÄ: 



n = l '• 



TT 



cot2^(«; + (2«-l)il[:') 



71 



+ cot -^^{w ~ {2 n -1) iE') 
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In beschränkten Bereichen konvergieren die ans XI, 
(106), (203), (204), (205) sich ergebenden Entwickelungen: 

(a) Zu(«') = 2:^ cot 2^ + -^2 T^^^'-W ' 



1318) 



A = l 



(b) Zio(«') = -2^tan2^ + ^2(-l)^rfY*«"''^X' 



Ä=l 



2jr'Vi. ^.^ a* Äti? 



(c) Z^(ic) = ^'y(-lf^^-jj-^n 



q2h X 



rA\ -w / \ 27r '^ g* hw 

Ä=l ^ 

Die Oültigkeitsbereiche aller dieser vier Beihen sind 
Parallelstreifen in der t(7- Ebene, deren Begrenzung von 
zwei zu der Bichtung des die Periode K repräsentie- 
renden Vektors parallelen Geraden gebildet wird; und 
zwar gehen diese Begrenzungsgeraden durch die Punkte 
+2iK' und —2iK' für die beiden ersten Entwicke- 
lungen (a), (b), durch die Punkte +ijSr' und — tjBT' für 
die beiden letzten Entwickelungen (c) und (d). 

Indem man diese Formeln nach w differentüert und 
hierauf in der ersten w = K , in den drei folgenden 
t(7 s setzt, erhält man gemäß (221) verschiedene Ent- 

Wickelungen für die Größe -=-, welche durch (220) ein- 
geführt wurde. 



Trigonometrische Entwickelungen für die Transzendenten dritter 

Gattung. 

142. Die trigonometrischen Entwickelungen der Omega- 
funktionen ergeben sich aus XI, (123), (206), (207), (208) 
ganz unmittelbar auf Grund der Beziehungen (231), (198). 
Als Beispiel soll hier nur die Funktion QqJ,w , h) angeführt 
werden: 

■^-T 1 (1* hw hh * 

(319) Q^{io,l) = -2^--j^-min-^.w^n-^; 

Boehm, Elliptische Funktionen I. 23 
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diese Beihe konvergiert, und zwar unbedingt, solange die 
Größen to +h und to — b innerhalb eines Streifens der 
tr- Ebene liegen, dessen Begrenzungsgeraden parallel zu 
dem die Periode K repräsentierenden Vektor durch die 
Punkte +iK^ und -riK^ gelegt sind. 
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